MPSI 3 Devoir surveillé 2024-2025

DS 7 de mathématiques

Durée : 4 heures. Les calculatrices et autres technologies sont interdites.

Si vous repérez une possible erreur d’énoncé, vous étes invité(e) a venir le signaler.

1 Exercice — Etude d’une suite récurrente
On consideére la suite (uy,)nen définie par la récurrente suivante :
up =0 et Yn € N, upq1 = cos(uy).
1. Montrer que pour tout n € N, u, € [0,1].
2. Représenter graphiquement la dynamique de la suite (un)nen-

3. Démontrer que (uy) converge.

2 Exercice — Nombres de Catalan

La suite (C),)nen des nombres de Catalan intervient dans de nombreux problémes combinatoires.
On en donne la définition suivante :

n—1
Co=1ct Vn e N*,Cy =) CpChpj1.
k=0

On se propose de donner une formule close pour C), par un argument asymptotique.

1. Soit f une fonction admettant au voisinage de 0 un développement limité a 'ordre N :

N
fx) = Z anz”™ + o(z™).
n=0

N n—1
Montrer que 1+ zf(z)? =1+ Z (Z akan,k,1>az" + o(z™).
n=1 k=0

1-+1-4
2. On définit f sur | — oo, 1/4] par f(x) = S e
f admet un développement limité a tout ordre en 0.
On ne demande pas de calculer ce développement pour le moment.

six # 0 et f(0) =1. Montrer que

3. Montrer que, pour tout x €] — 00, 1/4], on a f(z) = 1 + zf(z)?.
N

En déduire que, pour tout N € N, f(x) = Z Crz™ + o(z™).
n=0



4. En calculant explicitement le développement limité a tout ordre de f en 0, en déduire

1 2
que, pour tout n € N, C,, = ( n)
n+1

5. Donner un équivalent de C,.

3 Exercice — Un calcul d’équivalent

On souhaite déterminer un équivalent de la suite (z,)nen & valeurs dans R7, définie par la
récurrence forte suivante :

1

n—1 :
k=0 Tk

zo=1letVneN* z,=x,1+
1. Montrer que (z,)nen est croissante et qu’elle a une limite.

2
2. Montrer que pour tout n € N*, 22 — xi > —
n’

n

3. En déduire que, pour tout n > 1, z, > v2Inn-

n

4. On cherche & donner un équivalent de Z VInk, quand n — +oc.
k=1

()Montrerquezr—nr Zk vIn(k+1) \/7)

(b) Montrer que k(\/ (k+1)—+VIn k) — 0, quand k& — +oo0.
(¢) En déduire que Z Vink ~nvinn.
k=1

1+e¢
5. On fixe € > 0. Montrer que, pour pour n assez grand, T, — Tn_1 <

~ nv2Inn

6. A l’aide d’une comparaison série-intégrale, montrer que la série g

1
"2 nvinn

est divergente

et donner un équivalent de , quand n — 4o00.

ZF

7. Conclure.



4 Probléme — Théoréme d’unicité de Cantor

Le but du probléme est d’établir le théoréme suivant, démontré par Georg Cantor en 1870.

N
Soit (¢)nez € C telle que, pour tout = € R, cne™ = 0, quand N — 400.
€

n=—N
Alors, ¢, =0 pour tout n € Z.

Le probléeme se compose de 4 parties. Les deux premiéres sont indépendantes et seuls leurs
résultats principaux sont utilisés dans la partie 3. La partie 4 utilise seulement le résultat
principal de la partie 3.

4.1 Un lemme sur les séries
Soit E a, une série de nombres complexes convergente de somme nulle ; pour tout n € N,

neN
. e . sinfz
on note s, = E a. On définit la fonction U sur R par U(z) = —5—siz #0 et U(0) = 1.
x
k=0

1. Montrer que pour tout ¢ € R*, la série Z anU(nt) est absolument convergente.
neN

On note S(t) la somme de cette série et on souhaite montrer que S(t) — 0 quand ¢ — 0.
2. Soit N € N, soit ¢t € R*. Montrer que
N N-1
S aUnt) =S s, (U(nt) —U((n+ 1)t))) + syu(Nt).
n=0 n=0
En déduire que Z Sn (U(nt) —U((n+ 1)t))> est convergente et que
+o00

S(t) = Z Sn (U(nt) —U((n+ 1)t)).

n=0

3. Majoration des séries Z ‘U(nt) —U((n+1)t) ‘

(a) Calculer U’ sur R’,. Montrer que U " est prolongeable par continuité en 0 et que

1
Uz)=0 <x2> quand x — +00.

A
(b) En déduire qu’il existe A4 > 0 tel que, pour tout z € Ry, |U'(z)| < T2
x
At
(c) Montrer que, pour tout n € N et tout ¢ € Ry, ’U(nt) — U((n + l)t)‘ < T2

(d) Montrer que, pour tout n € N* et tout t € Ry,

‘U(nt) —U((n+ 1)t)‘ < A(arctan(nt) — arctan ((n — 1)t)))

3



(e) En déduire qu’il existe B > 0 tel que, pour tout t € Ry,
+o00o
> ‘U(nt) ~U((n+ l)t)‘ < B.
n=1
4. Soit € > 0. Montrer qu'il existe N € N tel que, pour tout ¢t € R,
+oo
‘ > sn<U(nt) ~U((n+ 1)t)>‘ <e.
n=N

5. Avec le méme N qu’a la question précédente, montrer que, pour t suffisamment petit,

N-1
’ Z Sn, <U(nt) —U((n+ l)t))‘ < e. Conclure.
n=0

4.2 Un lemme de convexité

Si f est une fonction continue de R dans R, on note — sous réserve d’existence — A f la fonction

définie sur R par Vz € R, (Af)(z) = }111&% fl@+h)+ flz—h)—2f(x)

h2
6. Montrer que si f est de classe C2, alors Af existe et coincide avec f”.

7. On suppose que Af > 0 sur R et on veut montrer que f est convexe. On raisonne par
I’absurde.

(a) Montrer qu’on peut trouver trois réels a < ¢ < b tels que

Fb) = fla)

—a

fle) > f(a) + (c—a)

(b) En déduire qu’on peut trouver une fonction affine ¢ telle que g = f + ¢ vérifie :
* g(a) =g(b) =0;
e Ag>0;
e Le maximum de g sur [a, b] est strictement positif.
(c) On note zp un point de |a,b] en lequel g atteint son maximum. Montrer que
(Ag)(zp) < 0 pour aboutir & une contradiction.

8. On suppose désormais que Af = 0. Montrer que, pour tout € > 0, f.: x — f(z) + ex?
est convexe. En déduire que f est convexe.

9. On suppose toujours que Af = 0. Montrer de méme que f est concave.
En déduire que f est affine.



4.3 Théoréme d’unicité — Cas ¢, — 0

N
On considere’ (Cn)nez € C? telle que, pour tout z € R, Z cne™ — 0, quand N — +00.

n=—N
On suppose dans un premier temps que cn — 0, quand n — +oo et quand n — —oo.

Pour N € N* et « € R, on définit? Fy(z) = co e™ ou Zi = [-N, N] \ {0}.

neZy

10. Montrer que, pour tout z € R, Fiy(x) converge quand N — +oo.

" sa limite.

On note F(z )—co—+ Z
nEZ\{O}
F(z+h)+ F(z—h) —2F(x)

Pour tout h # 0 et tout € R, on note (A, F)(z) = 2

11, Montrer que (AnF)(@) = co+ 3 (ene” + c_pe—ine) (2/2))
. Montrer que (Ap = ¢ . . e '

n=1
12. Montrer que, pour tout x € R, (ApF)(x) — 0, quand h — 0.

13. En déduire qu’il existe «, 8 € C tels que, pour tout = € R,

2
Z CZe“m = co% + Bz + .
nezZ\{0}

14. Montrer que ¢y et 8 sont nuls.
* . : Cn ing
15. Pour tout N € N*, on définit Gy par Gy (z) = Z — e
nezZy n
c
Montrer que (Gn)n>1 converge uniformément vers G : x — Z - e’m
neZ\{0}
2 )
16. Soit k € Z et N > |k|. Calculer G (t)e *dt.
0

17. En déduire que pour tout k € Z, ¢, = 0.

4.4 Conclusion dans le cas général

N
La suite (¢ )nez vérifie toujours g cné

n=—N
on ne suppose plus que ¢, — 0.

™ 5 0 quand N — +o00, pour tout z € R ; mais

'On remarque que ’hypothése est équivalente a la convergence de Z (cne nT e e ") et a lidentité
n>1
—+oo
co + Z (cneim + ¢c_ne” ™) = 0, pour tout z € R. On préferera manipuler ainsi 'hypothése pour ne pas
évoqgerlde séries indexées par Z.
®Le dénominateur (in)?> = —n® est ainsi écrit pour simplifier les calculs ultérieurs.



18.

19.

20.

N
Montrer que, pour tous z,u € R, on a Z (cn€™ 4 c_pe MT)em (),
n=—N
quand N — +oo.

En déduire que, pour tout z € R et tout n € N, on a ¢,e™ + c_,e” "% = 0.

Conclure.



