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DM 20 - Series mirabili — Théories de I'intégration

1 La series mirabili de Johann Bernoulli

1. a) Pour tout x €]0,1], x* = exp(xInx). Quand x — 0", xInx tend vers 0 par croissance
comparée. Donc, par continuité de exp, f tend vers exp(0) = 1 en 0. Donc, on prolonge
f par continuité en 0 en posant f(0) = 1.

1 1 . 1 . .
b) Pourtoutn =2, — =< Or, la série Z — est convergente. Par comparaison de séries
n n n
-1) n+1
a termes positifs, la série )  ———— est absolument convergente.

n=1

2. Un calcul d’intégrales.

a) Onsouhaite faire une intégration par parties. Cependant, la fonction In n’est pas définie
1

en 0. On pose donc I, e = f x"InP xdx, ot € > 0 est fixé.
£
On procede par une intégration par parties en écrivant que x"In” x = x"In” x x 1. On

trouve alors :
1 1
f x"In? xdx = [x""'InP x]; —f (nx" 'In” x + px"_l In” ' x)xdx.
ol £

On adonc
+1
Inpe= —e™nPe- nlppe—pPlyp-1e-
€
On fait tendre € vers 0 ; les intégrales I, p . tend vers I, (car I'intégrale f x"In” xdx
tend vers 0, quand € — 0 : c’est I'intégrale d'une fonction continue (donc bornée), sur
un intervalle dont la longueur tend vers 0). Par croissance comparée, on a donc :

In,p = _nln,p - pln,p—ly

d,Ol\l In’p = _%In’p_l.

!
b) Onitere p foisI'identité précédente et on trouve: I, , = (-1)” (f—.l)PI n,0- Enparticulier,
n
pourn=p:
n!

RNCE

Inpn=(D"——TI,0=
n,n ( )(I’l+1)n n,0

3. Soit N e N et soit x € R. La formule de Taylor-Lagrange appliquée a exp entre 0 et x donne :

ex 0 M
lexp(x) = ) 2P O oy < Mt v
= nl (N+1)!
(N+1 (N+1) _

ol My 41 est un majorant de |exp )| sur le segment [0, x] (ou [x,0]). Comme exp
exp et que exp est croissante, on peut prendre, My, = max(e*, 1), donc:

N n X
X max(et, 1
VxeRle* -y ﬁ's(zv+1)')| [N+

n=0 "¢



Si on suppose maintenant que x € [a, b], max(e*,1) < max(e”, 1) et |x| < max(al,|bl). En
notant M = max(eb, 1) et K = max(|al,|b]), onadonc:

Vxela,bl,YNeN,|e*— fn(x)| <

Le membre de droite tend vers 0 quand N — +o0, par croissance comparée. On en déduit
que fy converge uniformément vers exp sur le segment [a, b].

Pour tout x € [0,1],on a

N n
(xInx)
x o 5
X —exp(xlnx)_NlirE nE:O—n! NI—IT fn(xInx).

(en convenant que xInx =0 pour x = 0).

La fonction x — xInx est continue sur le segment [0,1] donc elle y est bornée. En notant
[a, b] un segment contenant I’ensemble de ces valeurs, on sait que fn converge uniformément
vers exp sur [a, b]. En composant, on en déduit que x — fy(xInx) converge uniformément

vers x — x” sur [0,1]. . )
On en déduit que lim f fnxInx)dx = [ x*dx.
N—+o0 0

1 N (xlnx)” N Inn
Or, f (xInx)dx = - (-1)*————— (Uinterversion entre la
0 In ,;0 o nl = Z (n+1)”+1

somme finie et 'intégrale vient de la hnearlte de I 1ntegrale) Finalement,

1 +00 1
X _ _ n+1
fo gy dx_n;o( v’ (n+1)”+1 Z(

2 Des théories de I'intégration

2.1 Fonctions réglées

Remarque : 'énoncé aurait dii préciser que les limites a gauche et a droite doivent étre finies.

1.

(a) La fonction f;; est en escalier. Notons o une subidivision adaptée et u; le point de o
le plus proche de x a sa droite. Alors, par définition d’'une fonction en escalier, f;, est
constante sur ]x, u[. On choisit § < uy — x, de sorte que f; est constante sur ] x, x + 6].

Alors, siy,z€lx, x+ 00, | fn(y) — fu(2)|=0< g

(b) Comme (f,;) converge uniformément vers f, on peut trouver un N € N tel que || fiy —
flloo = e On fixe § comme a la question précédente pour fy. Soient y,z €]x, x + 6] N
[a,b].Ona

|f(J/)_f(Z)|S|f(Y)_fN(J/)|+|fN(J/)_fN(Z)|+|fN(Z)_f(Z)|5Z"‘ +-=c

€
4

N ™

(c) Soit (y) une suite tendant vers xt. Soite > 0. On pose 6 comme ala question précédente.
Comme (y,,) converge vers x*, il existe N € N tel que Vn = N, y,, €]x, x + 6]. Donc,

Vn,p=N,|f(yn) - f(yp)l <e.



Cecimontre que la suite (f(y5)) nen €stune suite de Cauchy donc qu’elle est convergente.
Salimite est indépendante de la suite (y,) tendant vers x*. En effet, si (z,) est une autre
telle suite, on peut définir une suite (w;,) telle que w», = ¥, €t Wop41 = 25, pour tout 1 ;
comme (wy) doit aussi étre convergente, nécessairement les limites de ses sous-suites
(yn) et (z,) sont les mémes.

Ainsi, pour toute suite (y,) convergeant vers x*, la suite (f(y,)) converge vers une
méme limite. Par caractérisation séquentielle de la limite, f a une limite a droite en
X.

2. On raisonne par 'absurde, en supposant qu’'un tel r n’existe pas. Alors, pour tout n € N, on
peut trouver yj, € [a, b] tel que pour tout x € [a, b], B(y,,1/n) ¢ B(x,6y). Cela revient a dire
qu’il existe, pour tout n € N, y, et z,, dans [a, b] tels que |y, — z,| < 1 et |z, — x| = 6, pour
tout x € [a, b]. "

Quitte a extraire (par Bolzano-Weierstrass), on peut supposer que (y;) est convergente. Alors
(z) est convergente de méme limite (car |y, —z,| tend vers 0), qu’on note ¢. Par construction,
on a pour tout n, |z, — ¢| = 64, donc par passage a la limite 0 = §,, ce qui est absurde.

3. (a) Soit x € [a, b]. Par hypotheése, f admet une limite & gauche et a droite en x (on adapte
Pargument sans probleme si x est une des bornes a ou b). 1l existe donc ay >0et f, >0

tels que :

e Sia<x—-ay<y<xalors|f(y)— f(x7)| < g

e Six<y<x+pfy<b,alors|f(y)— f(x")| < g

On pose §, = min(ay, By). Si y,z € B(x,04) sont du méme c6té par rapport a x, alors

* Oubien y,z< x. Alorsx—ayx < y,z< X.
Par inégalité triangulaire, | f(y) — f(2)| < |f () — f&)|+1f(x7) - f(2)| <e.
* Oubien y,z>xetdeméme |f(y)— f(2)| <e.

(b) Pour tout x € [a, b], on note 0, > 0 comme dans la question précédente. On note
r > 0 comme dans le lemme de Lebesgue (pour ces d5). On considére maintenant
T = (V) ¢epo, N Une subdivision réguliere de [a, b], de pas strictement inférieur a r.
Soit ¢ € [0, N — 1]. Par construction de r, on peut trouver x, € [a, b] tel que |y — vy| <
r = |y—xy| < 0y,. En particulier, comme le pas o est strictement inférieur a r, tous
les y €]lvy, vos [ vérifient |y — x¢| < 6,. Et donc, par définition de §y, si y,z €]vy, Vo
sont du méme coté de xy, alors | f(y) — f(z)| < €.
On considere alors la subdivision o obtenue en ajoutant aux v, les x,. Par construction,
deux points y, z sur un méme intervalle ouvert délimité par deux points de cette subdivision
sont
* Dansun vy, vl
e Duméme coté de xy.
Deux tels points y et z vérifient donc | f(y) — f(z)|, ce qui conclut.
(c) On considére o une subdivision comme précédemment. Sur chaque intervalle ] u, g1,
on choisit une valeur arbitraire fi prise par f (par exemple f (%) On définit
alors h en demandant que

* Yke[0,N], h(ug) = f(ug);



* Vke[0,N-11,Vy€lug, ug+1[, h(Y) = f.

Alors, h est une fonction en escalier sur [a, b]. De plus, | f(y) — h(y)| est nul si y est un
point de la subdivision et vaut | f(y) — fi| sinon. Cette quantité est inférieure a € car
f(y) et fr. sont deux valeurs de f sur un méme intervalle | ug, Ug+q[. Ainsi, || f—hlloo < €.

1
Pour tout n € N*, on peut alors trouver f,, en escalier telle que || f;, — flloo < —. La suite
n

(f) converge donc vers f en norme infinie, ce qui conclut.
4. Exemples.

(@) Soit f une fonction continue par morceaux, soit o = (1) une subdivision de [a, b]
adaptée a f. Par définition, f est continue en tous les x € [a, b], qui ne sont pas des
ug. De plus, en un ug, f a une limite a gauche (sauf si uy = a) (c’est équivalent a dire
que la restriction fjj,,,4,,,| admet un prolongement continu en u.;) et une limite a
droite (sauf si ug = b) (méme argument).

Par la caractérisation précédente, f est réglée.

On peut aussi procéder comme dans le cours et construire explicitement une suite de
fonctions en escalier en adaptant la preuve donnée pour les fonctions continues aux
fonctions continues par morceaux ; attention a bien définir la bonne valeur en les points
de la subdivision.

(b) Par le théoréme de la limite monotone, une fonction monotone admet une limite a
gauche et a droite en tout point (en excluant la borne de gauche pour la limite a gauche
etla borne de droite pour la limite a droite). Ces limites sont finies car comprises entre
f(a) et f(b). Donc, les fonctions monotones sont réglées.

1

,—| et
2n+1 2n

(¢) On peut prendre 7, = 1 puis définir f par f(0) =0, f(x) = 1 si x €]
n1 n

]E’ 2n-1 g

C’est une fonction réglée. En effet, elle est manifestement en escalier sur tout intervalle

[a,1], avec a > 0 (donc admet limite a gauche et a droite en tout point de ]0,1]) et on

montre qu’elle admet une limite nulle en 0.

Remarquons qu'elle n'est pas en escalier sur [0, 1] puisqu’elle a une infinité de discontinuités

sur ce segment.

1
f(x)——ﬁ sixe

2.2 Fonctions Riemann-intégrables

5. Soit f une fonction non majorée. Alors, &* (f) est vide et donc I (f) vaut conventionnellement
+00. Comme I (f) vaut —oo ouunréel, I (f) # It (f); donc f n'est pas Riemann-intégrable.
Argument analogue si f n’est pas minorée.

6. Soit f une fonction réglée. Soit € > 0. On peut trouver h en escalier telle que || f — hll» < €.
Onadonc h—¢ < f < h+¢. Ceci montre déja que & (f) et & (f) sont non vides, puis que

b b

f h—eb—a) <1 (f)etI"(f) s/ h+e(b—a). Onadonc I (f)—1"(f) <2&(b—a). Comme
a a

on a toujours It (f) =1 (f) =0 (carsi h; et hy sont en escalier et vérifient h) < f < hy, alors

b b
f h < f hy, par propriété de croissance de l'intégrale), on a:
a a

Ve>0,0<I7(f)— I (f) <2e(b-a).



Ceci montre que I (f) = I"(f). Donc f est Riemann-intégrable. De plus, les inégalités
b

précédentes montrent que |I(f) — f h| < e(b— a) si h en escalier est telle que || f — hlloo-
a

On peut alors prendre une suite de fonctions en escalier (f;;) convergeant vers f en norme

b
infinie. Un passage a la limite dans I'inégalité |I(f) — f fnl €I f = frlloo(b — @) montre que
a
b
I(f) = lirrln f fn- Dong, les deux notions d’intégrale coincident.
a

. On avuen cours que f n'a pas de limite (a droite) en 0. Donc, f n’est pas réglée.

Soit € > 0. Fixons 6 €]0,1[. La restriction de f a [0,1] est continue, donc il existe (f,;) en
escalier convergeant uniformément vers f sur [, 1]. En particulier, on peut trouver un entier
Ntelquesur [5,1], | f — fnlloo < €.

On note h™ la fonction en escalier valant 1 sur [0, 5[ et fn+esur[d,1]. De méme, on note h~
la fonction valant —1 sur [0,6[ et h— ¢ sur [§,1]. Onadonc h™ < f < h™. De plus,

1 1 1
I(h_):—6+f fN2—6+f f—eetdemémel(h+)56+f f+e.
) 5 5

1 1
On utilise une relation de Chasles et le fait que ’ f fn— [ f ) <é&.Onadonc
1 0

1 1
—6—e+f st‘(f)sI*(f)56+£+f f.
) 5

Comme c’est vrai pour tout € >0, on a

1 1
—6+[ fsl‘(f)sl*(f)s6+f f.
B B

En particulier, 0 < I"(f) — I"(f) < 26. Comme 6 est quelconque, I (f) = I"(f) est f est
Riemann-intégrable. On a donc

1
I(f)—asf F<I(f)+6.
[

1 1
Ceci montre que 611%1 [ f existe et vaut I(f) = f f.
—0"Js 0

. Soit h une fonction en escalier sur [0, 1] tel que & = Tg. Soit o = (1) une subdivision adaptée.

Tout intervalle ouvert | ug, u1 [ contient un rationnel g et Ig(q) = 1. Donc, la valeur de h sur
1

lug, U1 est supérieure a 1. On en déduit que f h = 1. Par définition de I* (f), on a donc,
I'(f)=1. ’

De méme, si k en escalier est telle que k < g, ona f 1 k < 0 car tout intervalle ouvert contient
un irrationnel et que 1g s’annule en un irrationnel.OOn adonc I (f) <0.

Ainsi, I ( ) #I (f): f n’est pas Riemann-intégrable.

. Commencons par un lemme : Si & en escalier sur [a, b] a r discontinuités et vérifie |h| < M,

b
si (o, 1) est une subdivision pointée, alors ‘S(h,a,[) —f h‘ <2rMéb(o).
a



N-1 b N-1 pupn
En effet, notons o = (ug)keqo,ny- Ona S(h,o,t) = Z h(te) (Ugsr — Ug) etf h= Z h.
k=0 a =0 Jux

Donc,
b N-1 Ukl
S(h,a,g)—f h=)_ (h(5) - h).
a k=0 YUk

Si h n’a pas de discontinuité sur [u, ux+1], alors h vaut h(ty) sur ce segment et donc le
terme dans la somme précédente est nulle. Comme h a r discontinuités, au plus r termes
sont donc non nuls. Comme || < M, on a |h(t) — h| < 2M par inégalité triangulaire , d’olt

Uk+1
f (h(tp) - h)| < 2M(ujs1 — ug) < 2M6(0). Donc, par inégalité triangulaire :
Uz
b
|S(h,a,p —f h| <2rM5(0).
a

b
(i) = (ii). Soit maintenant f une fonction Riemann-intégrable ; on note I = f f. On fixe

€ > 0. Par définition, on peut trouver # et k en escalier tellesque h < f < k et

b b
I—Esf hs[s[ ks[+£.
2 a a 2

Notons r(h) et r (k) le nombre de discontinuités de h et k ; notons M (h) et M (k) des majorants

de IRl et |kl. On définit § > 0 par 6 = max(4r(h)z\f[(h) +1,4r(k)]\;(k) —

précédent, si (o, £) est une subdivision pointée de pas §(o) <d,ona:

). Avec le lemme

b £ b €
’S(h,a,t)—f h)s—et|5(k,a,r)—f k’s—.
- a 2 - a 2
On déduit de ces inégalités que
I-e<Sh,0,t)<I=<Sk,0,t)<I+e.

Par ailelurs, comme & < f < k, onade plus S(h,0,t) < S(f,0,1) < S(k,0,t). On en déduit que
)I— S(f,a,£)| < g, ce qui conclut.

(ii) = (@i). Montrons déja que si f vérifie (ii), alors f est bornée. On fixe € = 1 et une
subdivision réguliere o = (ux) keqo,n de pas 6 (o) inférieur au 6 correspondant. En définissant
tr = uy si k # ko et t = x € [ug, ug+1] (avec x quelconque) si k = kp, on a

S(fo,0=6@( ¥ fun+f).
k#ko

Comme |S(f,0,1)| < I+1, on en déduit une majoration de | f(x)| en fonction de §(o) et des
f(uy) (en nombre fini). Comme kj est quelconque et que x est quelconque dans [ug, U411,
on obtient ainsi une majoration de | f1.

Fixons alors € > 0. On considére un 6 correspondant a € dans (ii) et une subdivision réguliére
0 = (Ur)keqo,ny de pas 6(o) < 4. Pour tout k € [0, N — 1], on note #x € [uy, ur+1] un point tel

£
que f(tg) < : inf f+ 7 (I'infimum est bien défini car f est minorée). La fonction i en
U, U+1 —a

£

b
escalier valant f(#) - b sur [uy, ug.1] vérifie donc h < f. De plus, f h=S8(f,0,t)—€.On
a

—a

6



endéduitque I (f) = S(f,0,t)—e. Comme ‘S(f,a,z)—l| <¢g,onendéduitque I (f) = I-2¢.

De méme, on montre que [ *( f) = 1+2¢. Comme € est quelconque, on en déduit que I (f) =

b
I'"(f) = 1. Donc, que [ est Riemann-intégrable etf f=1
a

2.3 Fonctions KH-intégrables

10. Si f est Riemann-intégrable, on prend 6 comme dans le point (ii) de la condition de Riemann-
intégrabilité. On définit alors une jauge 4 comme la fonction constante §y. Alors, une
subdivision pointée (o, f) est §-fine ssi 6(0) < §y. On en déduit que f est KH-intégrable
et que les deux valeurs de I dans les définitions coincident.

11. Comme f n'est pas bornée sur [0, 1], elle n’est pas Riemann-intégrable.
Pour montrer la KH-intégrabilité et calculer I'intégrale, on peut utiliser le lemme écrit au
début de la question 13.(a). Soit € > 0. On définit une jauge § sur [0,1] par 6(x) comme
dans le lemme si x > 0 et §(0) = €. On adapte la démonstration du théoreme fondamental
(cf. question 13.(a)) ; la singularité en 0 ne va modifier 'argument que de €. Au final, on

trouve (détails laissés au lecteur), que f est KH-intégrable et que son intégrale coincide avec
1

1
lim | —dx=2.

e—0J¢ \[£

12. Soit € > 0. On énumere les éléments de Q N [0, 1] en une suite (q,) nen. On définit une jauge
£
6 sur[0,1] par6(x) =1six ¢ Qetd(qg,) = —— Considérons une subdivision pointée (o, £),

2n+1'
0-fine.Ona:
N-1 N-1
0<S(f,0,0= ) flt) (g —up) < ) f(t)6(tp).
k=0 k=0

Les termes de cette somme sont non nuls ssi #; est 'un des g,. Notons I 'ensemble des
indices k tels que . € Q. On a donc:

0=S(f,o, =€) 27"t <eg ) 27" =g,

iel neN

Ceci montre que f est KH-intégrable et que son intégrale est nulle.
13. Théoréeme fondamental de 'analyse.

(@) On commence par un lemme. Si f est une fonction dérivable en x (avec x intérieur a

f(x+k)—f(x—h)’<

[a, b)), sie >0, on peut trouver d > 0telquesi0 < h+k < 6, alors f'(x)—

h+k
€.
En effet,
f,(x)_f(x+k)—f(x—h) B kf’(x)+f(x)—f(x+k)_hf’(x)+f(x)—f(x—h)‘
h+k B h+k h+k
- kf’(x)+f(x)—f(x+k)|+|hf’(x)+f(x)—f(x+h)|
- k h
< f’(x)——f(x+klz_f(x)|+ f'(x)——f(x+h;_f(x)|.

Les deux termes de cette somme tendent vers 0 quand & et k tendent vers 0 par définition
de f’(x). Il existe donc § > 0 tels que ces deux termes soient inférieurs a /2 si h+k < 6.



(b)

Ceci conclut le lemme.

Soit f dérivable, soit € > 0. Pour tout x € [a, b], on note §, > 0 un réel comme dans le
lemme précédent (pour x = a ou x = b, on adapte en prenant h ou k égal a 0 dans le
lemme). Soit (o, #) une subdivision de [a, b], qu'on suppose 6-fine. On a:

N-1
S(fo =) f(te) Uk — up).
k=0

Par hypothese, uj) — ur <6.0nadonc:

fug1) = flug)

U+l — Uk

<

) -

Donc, par inégalité triangulaire :
N-1 N-1
|S(f’,a,£) - fluge) - f(uk)| < ) elupsr —up) =€(b—a).
k=0 k=0

La somme a gauche vaut f(b) — f(a). Comme ¢ est quelconque, on en déduit que [’ est

b
KH-intégrable et que[ f'=fb) - f(a).

1
La fonction f: x — x* sin(—z) (prolongée par f(0) = 0) est dérivable sur [0,1] (on a
X

f(x) = o(x) en 0 ce qui montre que f est dérivable en 0, avec f "0) = 0).
Sa dérivée n’est pas bornée sur [0, 1], donc n’est pas Riemann-intégrable.



