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DM 17 - Théoréme de Cayley-Hamilton

1 Théoreme de Cayley-Hamilton

1.1 Matrice compagne

n-1

Soit P= X"+ ) arX ¥ un polynoéme unitaire de degré n = 1, a coefficients dans K. La matrice
k=0

compagne1 de P est la matrice Cp € 4, (KK) définie par

00 ... 0 —a
10 ... 0 -aq
Cp=[01 .. 0 -—a
00 ... 1 —ay,

On note e = (ey, ..., e,) la base canonique de K" et on identifie K" a .4, ; (K).

1. Déterminer, pour tout k € [0, ], la valeur de Cle;.
2. Montrer que P(Cp)e; =0.
3. En déduire que, pour tout k € [1, n], P(Cp)ex = 0, puis que P(Cp) = 0.

4. Montrer que P est le polyndme minimal de Cp.

1.2 Polynéme caractéristique

Soit A € 4, (IK).On définitle polynéme caractéristique de Apar y o(X) = det(X I, —A). Plus précisément,
on note pour tout (i, j) € [1, nl?, pi,j=0; ;X —a;jek[X] etalors

xaX)= ) €@ poa---Pomn-

o€S,
5. Montrer que y 4 est un polynéme unitaire de degré n.
6. Montrer que les racines de y 4 sont les valeurs propres de A.

7. Endéduire que i y 4 est scindé aracines simples, alors A est semblable a une matrice diagonale.
Que dire de la réciproque ?

8. Montrer que deux matrices semblables ont méme polynéme caractéristique.

Si f est un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie, on peut donc définir son
polyndme caractéristique y r, comme le polyndme caractéristique de Mate(f), e étant une base
quelconque de E.

1a terminologie matrice compagnon est plus usuelle, mais elle est assez curieuse.



9. Exemples:

(a) Onsuppose que A€ .#,(K) est de rang r et vérifie A> = A. Déterminer y 4.

(b) On suppose que B € .4y, (K) vérifie B> = I,, et que dimKer(S — I,,) = r. Déterminer ¥ 5.
10. Soit f un endomorphisme de E, soit F un sous-espace vectoriel de E stable par f. On note
fr € £(F) 'endomorphisme induit par f sur F. Montrer que y s, divise y .
1.3 Théoréme de Cayley-Hamilton

On propose une démonstration du théoréme de Cayley”-Hamilton® :
Si f € Z(E), alors x ¢ (f) = 0.

11. Soit P un polyndme unitaire de degré n ; on note Cp sa matrice compagne. Montrer que
P = y¢,. En déduire le théoréme de Cayley-Hamilton pour Cp.

12. Soit f € £(E), soit x € E\ {0}. On note Ey = Vect ((f" (x)) nen)-

(a) Montrer que E, est stable par f et qu’il existe r € N tel que (x, f,..., f _l(x)) est une
base de E,.
(b) Ecrire la matrice de fE, dans cette base.

(¢) Endéduire que yf, (fg,) =0.

13. Conclure la démonstration du théoréme de Cayley-Hamilton.
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