MPSI 3 Programme de colles 2024-2025

Semaine 23 - Représentation matricielle, déterminants

Attention! Dans le chapitre Déterminants, j’ai admis pour le moment les quelques ré-
sultats nécessaires sur le groupe symétrique (rien d’exigible la-dessus, donc). Les méthodes
pratiques pour le calcul des déterminants seront vues a partir de mercredi.

1 Représentation matricielle des applications linéaires

Tout le chapitre (programme de la semaine derniére + trace + écriture par blocs +
inégalités classiques sur le rang + polynomes de matrices)

2 Déterminant d’une famille de vecteurs

— Introduction : aire orientée d'un parallélogramme dans le plan

— Forme k-linéaire sur E'; elles forment un espace vectoriel

— Exemple de (A, B) — Tr(AB) dans M,,(K), du produit mixte dans R?

— Forme k-linéaire alternée, forme k-linéaire anti-symétrique; équivalence des deux
notions (en caractéristique différente de 2) ; elles forment un espace vectoriel

— Si ¢ est k-linéaire alternée, si 1, ...,z sont des vecteurs, si ¢ est une permutation
de [1, k], (xoqr), - - Toy) = €(0)P(x1, ..., xk).

— Si E est un espace vectoriel de dimension n, ’ensemble des formes n-linéaires alternées
est un espace vectoriel de dimension 1. Une telle forme ¢ est entiérement déterminée
par ¢(eq,...,e,), ou (eq,...,e,) est une base de E.

— Déterminant dans une base e. Notation dete

n
— Sie=(e,...,e,), sl z1,..., 2, sont des vecteurs de E, si z; = E x; j€;, alors
i=1

dete(x1,...,2,) = Z (0) o)1 - - - Tomym (= Z £(0)T1,0(1) - - - Tno(n))-
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— Formule de changement de bases sur les déterminants
— Une famille de vecteurs (z1, ..., x,) est une base de E ssi dete(z1,...,x,) # 0, pour
une base e quelconque de F



3 Déterminant d’'un endomorphisme, d’une matrice car-
rée

— Déterminant d’un endomorphisme, défini comme le nombre det(f) tel que pour toute
base e et pour tout (z1,...,x,) € E", dete(f(x1),..., f(z,)) = Adete(z1, ..., 2,).

— Pour toute base e = (eq,...,¢e,), det(f) = deto(f(e1),..., f(en))

— f est un automorphisme ssi det(f) # 0

— det(g o f) = det(g)det(f); det(A\f) = A'det(f); det(f~') = det(f)™" si f est un
automorphisme

— Déterminant d’une matrice carrée, définie comme le déterminant de la famille de ses
colonnes dans la base canonique de K"

— Si f endomorphisme de FE, représenté par A dans une base e, detA = det f

— Propriétés du déterminant matriciel (comme pour les endomorphismes) ; A est inver-
sible ssi det A # 0; deux matrices semblables ont méme déterminant

— Formule pour n = 2 et n = 3 (régle de Sarrus)

4 Questions de cours

— Toute matrice de rang r est équivalente a J,

— Calculs utilisant une matrice de changement de base

— Si dim £ = n, une forme n-linéaire alternée sur F est entiérement déterminée par sa
valeur en une base (ey,...,e,) (On ne demande pas réciproquement de montrer que
la formule obtenue définit une forme n-linéaire alternée)

— Déterminant d’un endomorphisme, défini comme le nombre det(f) tel que pour toute
base e et pour tout (1, . ..,2,) € E", dete(f(21),. .., f(zn)) = det(f)dete(z1, ..., xy).
Et det(g o f) = det(g)det(f).

— Un endomorphisme en dimension n a au plus n valeurs propres (en utilisant les
déterminants).



