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1 Théoreme de Cayley-Hamilton

1.1

1.

1.2

5.

Matrice compagne

Une simple lecture matricielle nous apprend que Cpej = e si j € [1,n—1] et que Cpey, =
n

- Z a;—1e;. On en déduit (récurrence immédiate) que : Vk € [0,n —1], Cllﬁel = er+1 €t que
i=1

n
n
Cpe1=Cpen=—)_ aj_1e;.
-1

On calcule :

n—1 n—1 n
P(Cpler= Y arChei+Cher= Y arers1— Y. ai—1e;=0.
k=0 k=0 i-1

. Pour tout k € N, les matrices C}’i et P(Cp) commutent. Donc, si k € [1, n],

P(Cp)ey = P(Cp)CKte; = CK™'P(Cp)e; = 0.

Comme P(Cp) s’annule sur tous les vecteurs de la base canonique de K", P(Cp) = 0.

. P est un polyndme unitaire de degré n, qui annule Cp. Pour montrer que c’est le polynéme

minimal de Cp, il suffit de montrer qu’aucun polynéme non nul de K,_;[X] n’annule Cp.

n—1
Soit Q = Y_ axX* un polynome de K, [X].
k=0

n-1

OnaQ(Cp)e; = Z akek+1 d’apres les questions précédentes. Par liberté de la famille (e, ..., e;,),
k=0

ce vecteur est nul ssi tous les ay sont nuls. Donc, le seul polynéme de degré < n—1 annulant

Cp est le polynéme nul.

Donc, P est le polyndme minimal de Cp.

Polynome caractéristique

Tous les p; ; sont des polynomes. Comme y 4 est une combinaison linéaire de produits de
pi,j c'est aussi un polynome.

De plus, les p; ; sont de degré 1 ou 0 : 1 exactement quand i = j. On en déduit d'une part
que chaque produit pg(1),1--. Po(n),n €St de degré au plus n, et qu'il est de degré n exactement
quand o =idyy, .-

Ceci montre que y 4 est de degré n et que son coefficient dominant est le méme que celui de
e(dd)p1,1...pn,n, c'est-a-dire 1.



6. Soit A € K. On ales équivalences suivantes :

1AA) =0 < det(AI,—A)=0
<= AI,— An’est pas inversible
<— Ker(AI,,— A) #0
— AX e Mp1(K)-{0}: A, -AX =0
= 3X € Mp1(K)—10}: AX = AX

<= A estvaleur propre de A.

7. Si x4 est scindé a racines simples, A a n valeurs propres distinctes A1i,...,1,. On considere
v1,..., vy € K™ des vecteurs propres correspondants. On a alors montré dans le cours que la
famille (vy,..., v,) est libre, donc c’est une base de K", puisqu’elle est formée de n vecteurs
et que K" est de dimension 7.

Si on note D la matrice dans la base (v, ..., v;) de 'endomorphisme de K" canoniquement
associé a A, D est la matrice diagonale Diag(14,...,A,) (puisque pour tout k € [1,n], Avg =
AkVi).

Et d’apres le cours, A est semblable 2 D. Ona A= P~ DP si P est la matrice de passage de la
base canonique (ey, ..., ny) vers (vy,..., Vn).

La réciproque est fausse. La matrice nulle est semblable a une matrice diagonale (elle est
elle-méme diagonale) mais son polyndme caractéristique est X", qui n’est pas a racines
simples.

8. Considérons A et B deux matrices semblables. Il existe donc P € GL,(K) telle que A =
P7IBP. Soit x € K. On a'égalité

xI,— A=P Y (xI,- B)P,
car P"' x xI n X P=xI,. En prenant les déterminants, on a donc:
ra(x) =det(xl, - A) = det(P_l)det(xIn — B)det(P))det(xI, — B) = xp(x),

cardet(P~1) = det(P)"!. Ainsi, les applications polynomiales associées a y 4 et y g sont égales.
Si K est infini (on peut s'en contenter !), on sait que cela implique que les polyndmes y 4 et v
sont égaux.

Si K est fini, on remarque que K peut étre vu comme un sous-corps d'un corps infini L (p.
ex. K(X)). La méme preuve montre alors que les applications polynomiales associées a y 4
et yp, vus comme des polynomes de L[ X], sont égales, donc y 4 et yp sont égaux.

Remarque : on rappelle que dans le cadre du programme, on peut toujours supposer quelK est
égal aR ou C, voire exceptionnellement Q. La subtitlité avec les corps finis n'est donc pas trés
importante. Par contre, on prend garde a bien distinguer égalité entre polynomes et égalité
entre fonctions polynomiales associées (méme si a la fin, les deux sont équivalentes).

9. Exemples:



(a) Aestlamatrice d'un projecteur derang r. On a vu qu’alors, A est semblable a la matrice
diagonale D avec r valeurs 1 et n—r valeurs 0 sur la diagonale. Donc,

Xa=xp=X-1)"X"",

(b) B est la matrice d’'une symétrie par rapport a un sous-espace de dimension r. Donc,
B est semblable a la matrice diagonale D' avec r valeurs 1 et n— r valeurs —1 sur la
diagonale. Donc,

xB=xp=X-D"(X+D"".

10. On considére (fi,..., f;) une base de F, qu'on compléte en une base (fi,..., fr, &r+1,---»8n)

de E. Notons Ar la matrice de fr dans la base (fi,..., fr) et Ala matrice de f dans la base
(fireeer frr8r+1,-.-,8n)- Alors, A s’écrit par blocs :

(Ar C
A‘(o D)’

ouCe My y—r(K)etDe M, ([K). Pour tout x € K, on aaussi:

I-A
xIn—A:(xr F ¢ )

0 xIp_y— D]

D’oul'ontiredet(xl,—A) = det(yI,—Ar)det(xI,_—D). Ennotant P 'application polynomiale
x+—det(xI,_, — D), onadonc:

Vxel, yalx) = ya,(x)P(x).

Comme précédemment, cette égalité entre applications polynomiales induit une égalité entre
polyndémes : y 4 = y 4. P. Donc y 4, divise y 4.

1.3 Théoréme de Cayley-Hamilton

11. Soit x € K. On considere la matrice Cp(x) = xI;, —Cp.On a:

x 0 ... 0 ap

-1 x ... 0 ay
Cp(x) = o -1 ... 0 ap

0 0 ... -1 ap1+x

On calcule son déterminant en développant selon la premiére colonne : on a

X 0 a 0 0 aop
-1 . . a -1 ay
det(Cp(x)) = x- ' ' +1-
0 X : 0 b
-1 ap_1+x S =1 ap +x




Le deuxiéme déterminant se calcule en développant selon la premieére ligne : il vaut

ao(-1)' " Vdet(~1,,_») = ap.

n-2
En notant Q le polyndéme Q = Xy Z ak+1Xk, onadonc:
k=0

Vx €K, det(Cp(x)) = x x det(Cq(x)) + ao.

On peut alors procéder par récurrence sur 7 € N* pour montrer que si P est un polynome
unitaire de degré n, alors Vx € K, x ¢, (x) = P(x).

Sin=1etP =X+ ap, Cp(x) = (ap+x) etdonc yc,(x) = ap+x = P(x).

Si le résultat est montré pour tout polynéme de degré n —1 et si P est de degré n, on a,
avec les notations précédentes : yc,(x) = x x Xco(X) + ap. Or, par hypothese de récurrence,
Xco(x) = Q(x) etona bien P(x) = xQ(x) + ayp, ce qui conclut.

On a donc montré que pour tout x € K, y¢, (x) = P(x). Comme précédemment, on en déduit
que cette égalité entre fonctions polynomiales induit une égalité polynomiale yc, = P.

On a montré précédemment que P(Cp) =0, donc y(Cp)(Cp) =0, ce qui montre le théoréeme
de Cayley-Hamilton pour les matrices compagnes.

12. (a) Soit n e N. Alors f(f"(x)) = f”“(x) € E,. Comme E, est engendré par les f,(x), ceci
montre que f(Ey) C Ey.
Comme E est de dimension finie, la famille (" (x)),en N'est pas liée. On considere le
plus grand entier r € N* tel que (x, f(x),..., f~(x)) estlibre. Alors, f" (x) est combinaison
linéaire de cette famille (sinon on contrediraitla maximalité de r). On peut donc trouver
des scalaires ay, ..., ar—1 tels que

r—1

ffo=Y afr.

k=0
r—1
On note P le polynome X" — Z X*. Soit n € N. On effectue la division euclidienne de
k=0
X"parP:
X"=QxP+R,

avec degR < n— 1. On évalue cette égalité polynomiale en f :
f"=Q(N) o P(f)+R(f),

puis on évalue en x :
F"(x) = QNP (X)) +R(f)(x) = R(f)(x),

car P(f)(x) =0.
Or, R(f)(x) € Vect(x,f(x),...,fr_l(x)). Ceci montre que la famille (x,f(x),...,fr_l(x))
est aussi génératrice de Ey ; c'en est donc une base.



. . r—1
(b) Pour tout i € [0,7 —2], ona f(f'(x) = f*(x). Bt, fF(f" ' (x0) = ¥ arf*(x), avec les
k=0
notations précédentes.
La traduction matricielle de ces égalité est que, dans la base (x, f(x),..., f" _l(x)), la

matrice de fg, est:

00 ... 0 a

1 0 0 a)
M=[01 .. 0 a |

00 ... 1 ap,

c’est-a-dire la matrice compagne de P (avec les notations précédentes).

(c) On vient de montrer que fg, est représenté dans la base (x, f(x),..., f "~1(x)) par une
matrice compagne Cp, pour un certain polynéme P. On a yc,(Cp) = 0, d’apres la
question 11. Or, par définition, y s, = xc, ; donc ¢, (Cp) estlareprésentation matricielle
de x . (fg,) (dansla méme base). Donc y s, (fg,) = 0.

13. On cherche a montrer que x ¢(f) = 0. Cela revient a montrer que, pour tout x € E, y ¢(f)(x) =
0. Soit x € E.

Alors, x est dans Ey. Par la question précédente, on a donc y fer (fg,)(x) = 0. Comme f et
fE, coincident sur Ey, on peut plus simplement écrire y s, (f)(x) = 0. De plus, on sait par la
question 10 que y ¢, divise y r. Notons P un polynome tel que y r = P x y 5, . En évaluant en
f,puis en x, onadonc:

Xr(H)x) =P, (H ) =0.

Ainsi, pour tout x dans E, x ¢(f)(x) = 0.

Dong, y ¢(f) =0, ce qui conclut la démonstration du théoréeme de Cayley-Hamilton.



