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DS 9 de mathématiques — Corrigé

Des lumiéres sur un échiquier

Une asymptotique sur les marches aléatoires
Xip+1

pour tout k € [1,n]. Comme chaque X} prend les valeurs —1

et 1 avec probabilité 1/2, chaque Y} prend les valeurs 0 et 1 avec probabilité 1/2.
Donc, pour tout k, Y ~ B(1/2). De plus, par le lemme des coalitions, comme les X}
sont indépendantes, les Y}, le sont aussi.

.. Sptmn - . o
Ainsi, = ZYk est une somme de n variables aléatoires indépendantes,
k=1
S, +n
suivant la loi B(1/2). Donc, o B(n,1/2).
S, +n R
Comme prend toutes les valeurs de 0 a n, S, prend toutes les valeurs de

[—n,n], de méme parité que n. Soit k € [—n,n] de méme parité que n ; on a

Spt+n _n+k\ 1/mn
P(Sn_k:)_P( tn_nt )—271(”.2%)
S, +n

On peut calculer 'espérance et la variance de S,,, ou bien en utilisant 5 v ou

bien directement en utilisant sa définition. Chaque X}, a pour espérance 0 et variance
V(X)) = E(X}) — E(Xx)* =1—0 = 1. Donc, par linéarité, et indépendance des X,
pour la variance, on a E(S,) =0 et V(S,) = n.

Il s’agit d’une application directe de la formule de transfert, en utilisant le calcul de
la loi de S, faite dans la question précédente.

(a) Si n est pair, le k dans la somme précédente aussi. On lécrit k = 2¢. Par
changement de variable, on a donc :

B(s)) =5 X 1,7 )

—J<L<y
: 2j
Le terme central (¢ = 0) est nul. De plus, si £ > 1, on a |2/ i) =
J

9
| — 2/ ( _ J 6) par la formule de symétrie. Donc, la somme vaut deux fois celle
] p—
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sur les ¢ positifs : (|S | S X2X2 Z ( ) Il n’y a plus qu’a simplifier.

(b) On décompose ¢ = (j + ¢) — j. Alors,

Z“g(y’ije) - ;;W”(ﬁg ‘7; (%)
i(ffz__ll) jezj;(jijé)

N
N
(c) Si N est un entier naturel quelconque, on sait que Z < > = 2V par la formule

N N
du bindme de Newton. De plus, par symétrie < p) = (N > de sorte que

N N
> -2 )
0<k<N/2 N/2<k<N
N

N
Selon la parité de N, on peut découper la somme Z (

k) en deux ou en trois

N )

N 1
° Z (k‘) =3 x 2V si N est impair.

N/2<k<N

N ]_ N N . .
° Z (k’>_§(2 _<N/2>) si IV est pair.
N/2<k<N

On peut appliquer ces formules avec N = 25 — 1 et N = 25 dans la question
précédente. On a donc :

= j+L—-1 ’
i . .
2]) 2j-1 1<2J>
° , =29 ——( 7 |.

En rassemblant les calculs, on a :

1 , . , . 727 n({n
9 92j-2 _ 92j—1 >
E(|Su]) = 2n2(‘]x J X +2<j> 2 \n/2)
(d) On utilise la formule de Stirling pour obtenir 1’équivalent suivant :
( n ) Vo (3)" . 2

n/2 %) ™

(selon qu’il y ait ou non un terme central (
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1.2

4.

/2
Avec la formule précédente, on a donc £ (|Sn|) ~ ]2
T

Méthode probabiliste

Soit i € [1,n]. Pour tout j € [1,n], a;; vaut £1 et donc a;;Y; suit aussi une
loi de Rademacher. De plus, par le lemme des coalitions, les variables a;;Y; sont
indépendantes. Donc, le n-uplet (a;1Y1,...,a;,Y,) a la méme loi que (X,...,X,).
Donc, les sommes des n composantes formant ces n-uplets ont aussi la méme loi : R;
a la méme loi que S,,.

Par linéarité, E(R) = Z E(|R;|) = nE(]S,]). Cecine dépend que de n et I'équivalent
i=1
s’obtient en multipliant par n celui trouvé a la question 3.d)

Comme E(R) = E,, il existe au moins une issue w € Q telle que R(w) > E,. On
choisit un tel w et on pose y; = Y;(w), pour tout j € [1,n]. Alors,

S [Sam

i=1  j=1

= Y IRi(w)] = Rw) > E,.

n

Pour tout ¢ € [1,n], on choisit z; valant £1, avec le méme signe que Z a; ;y;. Ainsi,

=1
n n
T E a; jy; = ‘ g a; ;y;|. Alors,
j=1 j=1
n n n n
E ATy = E 1’@5 a5 = E ‘ E a; 55| > En.
1 =1 1

1<i,j<n i= j =1 j=

Nombres eulériens

1
. Pour n =1, la seule permutation est I'identité et elle a 0 ascension. Donc, < > = 1.

1
Pour n = 2, I'identité a 0 ascension et la transposition (1 2) en a 1. Donc, <0> =

()=

Pour n = 3, seule I'identité a 2 ascensions ; seule la permutation envoyant 3 sur 1 ; 2
sur 2 et 1 sur 3 (c’est-a-dire la transposition (1 3)) en a 0 ; les autres en ont donc

2. Donc,<3>:<3>zlet <3>:6—2:4.
0 2 1



2. (a) Soiti € [[1,n—1]. L’indice i est une ascension dans oot ssi co7(i) < cor(i+1)
ssio(n+1—1i) < o(n—1i)ssin—1in’est pas une ascension dans o. (on constate
que n — i décrit bien tous les entiers de 1 a n — 1) Or, dans une permutation, la
somme du nombre d’ascensions et de non-ascensions est toujours n — 1. Donc,
s'ill y a k ascensions dans o, il y a n — 1 — k£ non ascensions dans o et donc
n — 1 — k ascensions dans o o 7.

(b) L’application o +— o o 7 est une bijection de S, ; en fait, comme 72 = id, c’est
méme une involution de §,. D’apres la question précédente, cette involution
échange les permutations ayant k ascensions avec celles en ayant n — 1 — k. 1l
y en a donc autant, d’ou la formule de symétrie.

3. (a) Soit i € [1,n—1].
e Sii<r—1,onao(i) =z > x4 = o(i+1) et donc i n’est pas une
ascension.
e Sii=r—1, 1 est une ascension ssi x, < yi.
e Sii > r, i n’est pas une ascension car o(i) = y;_, > Yir1-r = o(i + 1).
Ainsi, o aura exactement une ascension ssi x, < y;. Pour que ceci ait un sens,
il convient déja d’exclure X = 0 et X = [1,n]. Et quand X et Y sont non

vides, x, < y; ssi min X < maxY ssi X n’est pas de la forme [k, n], pour un
k € [2,n]. On exclut donc n — 1 autres parties, pour un total de n + 1 parties.

(b) Soit o une permutation ayant exactement une ascension. Notons i cette ascension
et définissons X = {o(1)...,0(i)} et Y ={o(i+1),...,0(n)}. Il est clair que
X et Y sont non vides et complémentaires I'un de 'autre. De plus, comme
1,...,72 — 1 ne sont pas des ascensions, on a (1) > ¢(2) > --- > o(i) et de
méme o(i+ 1) > --- > o(n). Ceci montre que o est la permutation associée a
X par la construction de la question précédente.
De plus, si X # X' sont des parties distinctes, les permutations o et ¢’ correspondantes
ne sont pas les mémes. En effet,

e Si X et X’ n’ont pas le méme cardinal, I’ascension de o et de ¢’ n’est pas
le méme indice.
e Si X et X’ ont le méme cardinal r, il y aura un indice i < r tel que x; #
et alors, o (i) # o'(i), donc o # o’
Ceci montre qu’une seule partie X correspond & un ¢ avec une unique ascension.
(c) Les deux questions précédentes montrent qu'’il y a une bijection entre I’ensemble

des permutations ayant exactement une ascension et I’ensemble des parties de
[1,n], auquel on a enlevé n + 1 parties spéciales.

Donc, <711> =2"—(n+1).

4. Pour cette question, il est plus agréable d’identifier une permutation o de [1,n] avec
la liste de valeurs (o(1),...,0(n)).
Toute permutation de [1,n] peut étre obtenue de fagon unique ainsi :
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3.1

e On choisit une permutation de [1,n — 1].

e On intercale n dans la liste des n — 1 valeurs écrite (ou bien avant la premiére ;
ou bien apreés la derniére ; ou bien entre deux).

Si on place n en premiére position ou juste aprés un indice ou il y avait une montée,
on constate rapidement que le nombre de montées reste le méme ; sinon, le nombre
de montées est augmenté de 1.

On en déduit que pour obtenir des permutations de [1,n] avec k montées, il y a deux
possibilités :

e Ou bien, on considére une permutation de [1,n — 1] avec & — 1 montées et
on choisit comme emplacement pour n la derniére position ou aprés une non-
montée, pour un total de (n —2 — (k — 1)) + 1 = n — k choix.

e Ou bien, on considére une permutation de [1,n— 1] avec k montées et on choisit
comme emplacement pour n la premiére position ou aprés une montée, pour un
total de £ 4 1 choix ;

Ainsi, Vn € N*,Vk € [[1,n—1]],<Z> - (n—k)<2:i>+<k+1><”;1>.

Théoréme de Cramér

Etude de K et K*

. Soit t € R. Par la formule de transfert, on a :

E™) =) ™ P(X =x3).
k=1

Tous les termes de cette somme sont strictement positifs, donc E(etX ) aussi. Donc,
K(t) =In (E (e )) est bien défini ; de plus, la formule avec la somme montre que
t + E(e') est de classe C* ; donc K aussi par composition.

Notons f(t) = E(e"*). En dérivant dans la formule précédente, on a :
F1(t) = ape™ P(X = a;) = BE(XeX)
k=1

par une nouvelle application de la formule de transfert. De méme, f”(t) = E(X?e'¥).
Comme K(t) =1In f(t), on a

) E(Xe)

_ E(XQQtX)E(etX) _ E(XetX)Q
f@)  E(eX) '

Kl(t) E’(etm)2

, puis K" (t) =




3.

4.

d.

Il suffit de montrer que K" est strictement positive. Or I'inégalité de Cauchy-Schwarz
appliquée a Xe'*/? et /2 nous apprend que :

E(XetX/2 % etX/2>2 < E(X2€tX)E(€tX),

de sorte que K" > 0. De plus, on a l'égalité K" (t) = 0 ssi Xe!*/2 et ¢*/2 sont presque
stirement colinéaires ssi X est presque stiirement colinéaire & la fonction constante
égale a 1 ssi X est presque sirement constante. Or, ceci est exclu. Donc, K" > 0 sur

R.

(a) e Ona K(0)=In(E(") =In(1) = 0, donc f,(0) = 0.

e /1(0) =2 — K'(0) = x — E(X), par la question 2. Donc, f.(0) > 0 par
hypothése sur z.

e L’expression de E(e'*) par la formule de transfert donne E(e'*) ~ " P(X =
x,), quand t — 400. Comme ces quantités tendent vers 400, on peut passer
au In et en déduire que K (t) ~ tx,, quand ¢ — +oo. On peut donc écrire
fu(t) =tx —tx, +o(t) = t(x —x, +o(1)), quand t — +o00. Comme z < z,
fr tend vers —oo en +o00.

(b) La dérivée de f, est strictement décroissante sur R (donc f, est strictement
concave) et est strictement positive en 0. Elle ne peut pas étre strictement
positive sur R, sinon f, serait elle-méme strictement croissante ce qui contredit
la limite trouvée en +o00. Donc, par le TVI et la strictement monotonie de f., f.
s’annule en un unique point ¢, > 0 sur R ; donc f, admet un unique extremum
local (en t,) sur R. Comme f, est strictement croissante avant t, et strictement
décroissante apres, f, admet un maximum en %,.

On a déja dit que f.(t,) = 0 donc K'(t,) = x. La fonction K’ étant strictement

croissante et continue sur R, elle réalise une bijection de R vers un intervalle I.

On a K'(0) = E(X), donc E(X) € I. De plus, en 400, E(e"*) ~ e P(X = x,) et
X

E(Xe™) ~ ze" P(X = x,) si 2, # 0. Donc, quand z, # 0, K'(t) = %

x,, quand t tend vers +00. Ceci montre que |E(X),z,.[€ I si z, # 0.

Et si z, = 0, le numérateur F(Xe'™) tend vers 0 en +oco tandis que le dénominateur

E(e'*) tend vers P(X = x,), de sorte qu’on a encore K'(t) — 0 = z, et la méme

conclusion reste valide.

Notons ¢ la bijection réciproque de K’ sur |E(X), z,[. Par le théoréme de la bijection,

g est continue (méme C*). Par définition, on a

K*(z) = at, — K(t,) = xg(z) — K o g(x),

de sorte que K™ est continue (méme C*) par opérations élémentaires.



3.2 Une application

1
6. On a E(e') = 5(1 + €') par la formule de transfert. Donc,

K(t)=In(1+¢") —In2.

t
1
7. Par la question 5, t, vérifie K'(t,) = x. On calcule K'(t) = 1—T—et =1- et On
1
adonc K'(t) =z < =l-2 < e'=1- — t=In{—2).
1+et 11—z 11—z

C’est donc la valeur de t,.
On a alors

T T
K*(z) = - K =zl —In{1+-— In2
(x) = xt, (ty) =« n(l—x) n( +1—:c)+ n

=zlnz+ (1 —2)In(l —z) +1n2.

8. Notons v = a + 1/2 €]|1/2,1[. Par la formule de symétrie, on a

i)

keB,

ou B, ={ke[0,n]|k>n}.

Considérons n variables aléatoires X7, ..., X, indépendantes et de méme loi B(1/2).
. - 1 n 1
Si S, = ;Xk, on a P(S, > yn) = 2_"k€B (k) = WUn. Or, comme v €

11/2,1] (avec 1/2 lespérance de X et 1 sa plus grande valeur prise avec probabilité
strictement positive), le théoréme de Cramer s’applique et

1
ﬁlnP(Sn > yn) — —K* (7).

Donc,

1
—In2+—-InlU, - —In2—vylny—(1—~)In(l —~).
n

En simplifiant les In2 et en remplacant v par sa valeur :
1
—InU, - —(1/2+a)In(1/2 4+ a) — (1/2 — a) In(1/2 — «).
n

En passant a I’exponentielle :

1
UM™ = exp <—1n Un) —
n



3.3 Démonstration du théoréme

9. (a) Par stricte croissance de la fonction z + €, on a P(S, > nx) = P(e’" > ™).

Par inégalité de Markov, comme > > 0, on a ainsi
E tSn
P(S, > nx) < (f )
e nT
On a E(e H e ) = H E(e'**) par indépendance des X}, (donc des
k=1

e via le lemme des coahtlons). Or, toutes les e'** ont la méme loi que e'*~.

Donc, E(e"") = E(e)".
(b) Par croissance de In, I'inégalité précédente donne :
—lnP(S > nz) < —tz + I E(e") = —(tz — K(t)),
pour tout ¢t € R. En prenant I'inf sur ¢t dans le membre de droite, on obtient par
1
définition —K™*(z). Donc, —In P(S,, > nz) < —K*(z).
n
10. Un changement de probabilité.
(a) Soit u € R.

P(S,=u)= > P((Xi=z)N--N(X, =z))
= Z P(X; =u)... P(X, = z,) par indépendance

= Z P(Xiy=21)... P(Xpy = zn)e “E(e™)"

P(S, = u) = e "“E("*)"P,(S, = u) par indépendance des X ;.

(b) On a P(S, € [nz,n(x +9)]) = Z P(S, = u) par additivité, avec une
u€nz,n(z+9))
formule analogue pour S,,; et P;. Avec la question précédente :

P(S, € [nz,n(z+6))= > P(S,=u)

u€nz,n(z+9)]
_ Z _tuE(€tX)nPt(Sn7t _ u)
€nz,n(z+9)]

> efnt(ach(S)E(etX)nPt(Sn,t — u)

M

u€[nz,n(x+9)]

P(S, € [nz,n(z +8)]) > P(Sny € [nz, n(x + 0)])e ™) B (),



Pour I'inégalité, on a simplement utilisé que e~ > e @49 i 4y < n(z +6) (et
que les autres facteurs sont positifs).
On applique In et on divise par n, pour obtenir :

1 1

I (P(Sy 2 n(x +0)) = ~In (Pt(sn,t e [nz, n(z + 5)])) — (tx +0) — K(1)).
Enfin, on a linclusion d’événements (S, € [nz,n(z + 9d)]) C (S, > nx), d’ou
P(S, > nx) > P(S, € [nz,n(z + §)]) et, de nouveau en appliquant In et en
divisant par n :

llnP(Sn > nx) > llnP(Sn € [nz,n(x + 9)]).
n n

11. Passage a la limite.

(a)

Par la formule de transfert, on a

Et(Xk,t) = Zka(Xk,t = xk)

k=1
r e—t:vk
- Zka(X = xk‘)E(etX)
k=1
E(XeX)
Et(Xk,t) E(etX) 9

par une nouvelle application de la formule de transfert. Par la question 2, on a
donc Fy(Xy:) = K'(t).

J
Comme z €]E(X),z,| et que +6 < z,, on a aussi z + 3 €|E(X),z,[. Avec les

notations de la question 5., on a alors K'(t,1s/2) = x +0/2 et t,15/2 > 0. De
plus, un seul ¢ peut convenir par stricte croissance de K’.
Il'y a un léger conflit de notations : le t, 5/ de la question 5 est désormais noté

ts.
Comme t5 = (K')"'(x+6/2), § + t5 est continue. Quand § — 07, 2 +§/2 — o
et donc t; — (K')~!(x). Or, avec les notations de la question 5, (K')™*(z) = t,.
Alinsi,
ts(x +0) — K(ts) = t,x — K(t,) = K*(2).

On peut réécrire cette probabilité comme Py, (|Sn, — n(z 4+ 6/2)| < nd/2), qui
est supérieure & 1 — Py, (| Sy, —n(z+6/2)| > nd/2) (pas égale, car on a pris des
deux cotés des inégalités larges). Or, par inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

4V (Spss) _ 4V (X144)
n242 néz -’

Pta(|5n7t5 —n(z+4/2)] > 5/2> <



car V(Spt,) = Z V(Xkts) = nV(Xi4,), par indépendance des Xy 4, et car elles

k=1
suivent toutes la méme loi. On obtient la conclusion souhaitée.

Résumons. On a fixé ¢ > 0. On a choisi 0 > 0 tel que t5(z + ) — K(ts5) <
K*(x) + e. Par la question 10.b), on a donc, pour tout n € N¥,

1 1
—InP(S, > nz) > —In (P, (Spy, € [nz,n(z+6)])) — K*(z) —e.
n n
La quantité dans le In tend vers 1 quand n — —+oo. Donc, le In tend vers 0

1
quand n — +oo (et avec le facteur —, la convergence vers 0 est encore plus
n

1

rapide). Ainsi, pour n assez grand, on a — In (P, (Shy, € [nz,n(z+0)])) > —e.
n

Et donc :

1
—In P(S, > nx) > —K*(z) — 2e.
n

Par ailleurs, on dispose de la majoration
1 *
—In P(S, > nx) < —K*(z),
n

valable pour tout n € N*. Comme £ > 0 est quelconque, on en déduit que

—In P(S, > nx) - —K*(x) : le théoréme de Cramer est démontré.
n
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