MPSI 3 Feuille d’exercices 2025-2026

Logique et raisonnements

1 Logiques, quantificateurs

EXERCICE 1. $ - OOO Calcul propositionnel
Soient P, Q et R des assertions. Montrer que les assertions suivantes sont vraies :

1. PA(QVR) < (PAQ)V(PAR);
2.0 = (P= Q);
3. (= Q) = ((PAR) = (QAR)).
EXERCICE 2. ) — ©OO Quantificateurs et connecteurs

Soit E un ensemble, soient P(x) et Q(x) des prédicats en la variable x € E. Déterminer si les
assertions suivantes sont vraies. Justifier.

[—

. Vx€E,(P)AQ) < (Vx€E,P(x))A(VXx€E Q(X);
2. Ax€E, (P AQW) < (Ixe E,P)) A (Ix€E,Q(x));
3. Vx€E,(P(x)VQ(x) < (Vx€E,P(x)V(Vx€E QW);
4. Ax€E,(P)VQ() < (3x€ E,P(x)) Vv (Ix € E,Q(x)).

EXERCICE 3. @ OO Traduction formelle
Soit (1) nen une suite de nombres réels. Traduire formellement les assertions suivantes :

1. (uy)en €St une suite croissante ; 4. (up)nen estla suite nulle ;
2. (uy)nen S'annule au moins une fois ; 5. (Upn)nen €St une suite majorée ;
3. (U4y)nen S'annule une infinité de fois ; 6. (Un)nen €st une suite arithmétique.

EXERCICE 4. @ OO Négation d'assertions
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a valeurs dans R. Déterminer la signification des
assertions suivantes, puis les nier :

1. VxeI,f(x)#0; 3. Vx,yeL(x<sy) = ()= f();
2. VyeR,Axel: f(x)=y; 4. AMeR:Vxel, f(x) < M.
EXERCICE 5. @©O Fonction nulle part monotone

Soit f une fonction de R dans R. Ecrire une assertion mathématique traduisant le fait que f n’est
monotone sur aucun segment [a, b], avec a < b.



EXERCICE 6. @©O Polynomes et entiers

Soit P= aX?+bX +cun polyndme, avec a, b, c € R. Ecrire une implication affirmant que si P est a
coefficients entiers, alors sa valeur prise en un entier quelconque est un entier.

La réciproque de cette implication est-elle vraie ?

EXERCICE 7. &/ — @@O Uniforme continuité
Soit f une fonction de R dans R. On dit que f est continue si

Ve>0,VxeR,I6>0:VyeR,|x—y|l<d = |f(x)- f(y|<e.
On dit que f est uniformément continue si
Ve>0,30>0:Vx,yeR,|x—yl<b6 = |f(x) - f(¥)| <e.
1. Montrer qu'une fonction uniformément continue est continue.

2. Montrer que la réciproque est fausse.

2 Modes de raisonnement

EXERCICE 8. & - ©OO Un réel vraiment petit
Soit x un réel positif. On suppose que: Ve >0,x <e.
Montrer que x = 0.

EXERCICE 9. & — @00 Racines d'entiers
1. Soit p un nombre premier, soit n = 2 un entier. Montrer que {/p est un nombre irrationnel.

2. Soit n =2 un entier, qui n’est pas un carré parfait. Montrer que /7 est irrationnel.

EXERCICE 10. &/ — @ @O Puissance d’irrationnels
2
On consideére le réel x = \/5\[

1. Que vaut x‘/i ?
2. En déduire qu'on peut trouver deux nombres irrationnels a et f tels que a” est rationnel.

EXERCICE 11. & - @©O Une équation fonctionnelle
On cherche a déterminer les fonctions f: R — R telles que

VX, y R, xf(x)+ y* + f(xy) = f(x+ 1) = F(X) ).
On procede par analyse synthese.
1. Soit f une fonction solution.

(a) Déterminer f(0).
(b) En déduire que VyeR, f()? = y>.
(c) Montrer que VxR, f(x) = x.

2. Conclure.



EXERCICE 12.  — @O0 Somme de fonctions paire et impaire
Montrer que toute fonction f : R — R peut s’écrire d’'une unique facon comme la somme d’'une
fonction paire et d'une fonction impaire.

EXERCICE 13. @ 0O D’autres décompositions
Soit f: [0,1] — R une fonction continue.

1
1. Montrer que f s’écrit f = g+ c, ou g:[0,1] — R continue est telle que f gdt=0etcelR.
0

2. Montrer que f s’écrit f = g+ h, ou h: x — ax + § est une fonction affine et ot1 g: [0,1] — R
1
continue est telle que, Va, b e [Rz,f (at+b)g(t)dt=0.
0

3. Montrer que les deux décompositions précédentes sont uniques et préciser les valeurs des
fonctions et constantes intervenant dans ces décompositions.

3 Récurrences

EXERCICE 14. OOO Inégalité de Bernoulli
Soit x = 0 un réel. Montrer que : Vne N*, (1+x)" =1+ nx.

EXERCICE 15. @©O Suite de Fibonacci
On définit la suite de Fibonacci (Fy),>1 par récurrence :

Fi=F,=1etVn=1,F;;2=F,+ Fp1.
1. MontrerqueVn=2,VYm=1,Fyipm=Fy_1Fn+ FyFp41.
2. Montrer que Vn =2, F2 = F,_1Fpyp + (-1)"*L,
3. Montrer que, pour toutn=1:

FiF+ FoFy+++ Foy_1Fap = Fay et FyFo + FoFs + -+ FapFopyy = Fop,  — 1.

EXERCICE 16. > — @©O Un dréle de raisonnement par récurrence
Soit Z2(n) un prédicat portant sur un entier n = 2 un entier. On suppose :

s P(2); e Yn=3,%2n = Pn-1).
e Vn=2,22nANPQ2) = P2n);

Montrer que Vn =2,22(n).

EXERCICE 17. &/ — @ @O Inégalité arithmético-géométrique
En utilisant le mode de raisonnement par récurrence décrit dans I’exercice précédent, montrer

X+t Xy
que:Vn=2,VYxy,...,x, 20, {/x1...xp £ ———.
n

EXERCICE 18. &/ — @@© Théoreme de Rédei sur les tournois

Soit n = 2 un entier. Un tournoi oppose n équipes : chaque équipe affronte une fois chaque autre
équipe et leur match désigne un vainqueur (pas de match nul).

Montrer qu'on peut numéroter les équipes Ej,..., E;, de telle sorte que, pour tout i € [1,n—1],
I'équipe E; a battu I'équipe Ej ;.



4 Ensembles

EXERCICE 19. OOO Notations ensemblistes
Soit E ={1,2,3}. Les assertions suivantes sont-elles correctes ?

1. 1€ E; 3. {I1e2(E); 5. (1,2)cE;

2. 1e2#(E); 4. (1,2)€E; 6. o €L.

EXERCICE 20. { — OOO Inclusion de produits cartésiens
Soient A, B, C trois ensembles. On suppose que A x B c B x C. Montrer que A c C.

EXERCICE 21. & — ©OO Raisonnements ensemblistes
Soit Q un ensemble, soient A, B et C des parties de Q. Montrer les assertions suivantes :

1. AnB=AUB < A=B;
2. (AUBcAUC)A(ANBc AnC) = BcC.
EXERCICE 22. &/ - ©OO Egalité d’ensembles

On considere A = {(x,y) eR?* [4x—y =1} et B={(¢t+1,4t+3), t € R} deux parties de R?.
Montrer que A = B.

EXERCICE 23. & — @O0 Union et intersection infinies

> 1 1 x 1 1
Soient a et b deux réels tels que b—a > 2. Déterminer A= | J[a+—,b——]etB=[)la——,b+—[.
n=1 n n n=1 n n

EXERCICE 24. @ 0O Différence symétrique
Soit Q un ensemble. Si A, B c Q, on appelle différence symétrique de A et B — et on note AAB -
I'ensemble AAB =(AUB)—- (AN B).

1. Montrer que AAB=(A-B)U(B-A).

2. Si A, B et C sont trois ensembles, identifier simplement I'ensemble AA(BAC).
3. En déduire que A est associative: YA, B,C e 2(Q), AA(BAC) = (AAB)AC.

4. Montrer que VA,B,C e 2?(Q), AAC=BAC < A=B.

EXERCICE 25. &/<{> — @@O Des équations ensemblistes
Soient Q un ensemble, A et B des parties de Q. Résoudre les équations

1. AnX=8B; 2. AuUX=B; 3. AnX=BnX,

ol pour chaque équation, I'inconnue est X € 22(Q)).



Indications

Exercice 1. Utiliser des tables de vérité.

Exercice 2. Pour montrer qu'une assertion est fausse, on donne un contre-exemple.
Exercice 7. Pour 2., considérer par exemple x — x*

Exercice 8. Par contraposée.

Exercice 10. Pour 2., on ne demande pas d’exhiber a et

Exercice 12. Par analyse-synthese. Bien écrite, 'analyse montre l'unicité.

Exercice 16. On peut raisonner par une récurence forte classique ou bien — ce qui revient au méme
—raisonner par I'absurde en considérant le plus petit n = 2 tel que £?(n) est faux.

. X1+ 4 Xp-1
Exercice 17. Pour #(n) = %(n— 1), on pourra poser x, = T
Exercice 18. Pour la récurrence, on peut se représenter n équipes ainsi numérotées sur une droite.
Il s’agit alors de décider ol placer la nouvelle équipe pour respecter la contrainte.

Exercice 20. Traduire '’hypothése d’inclusion.
Exercice 21. Pour 2., considérer un b € B et distinguer selon qu’il appartient ou pas a A.

Exercice 22. Le premier ensemble est présenté par équations ; le deuxieme par paramétrage.
Linclusion B c A devrait étre immédiate. Pour A c B, il faut trouver quel ¢ convient.

Exercice 25. Des dessins sont vivement recommandés. On raisonnera par analyse-synthése :
quelles conditions doit vérifier X pour satisfaire ces équations ? Puis, on montrera qu’elles sont
suffisantes.



