MPSI 3 Devoir surveillé 2025-2026

DS 1 de mathématiques — Corrigé

1 Exercice — Des calculs

1.1 Une limite
1
X(X +p)

Pour trouver «, on multiplie par X et on

a) On décompose en éléments simples la fraction rationnelle . On sait qu’on

a B
eut 'écrire sous la forme — + )
P X X+p

1
évalue en 0 : on a o = — ; pour trouver 5, on multiplie par X + p et on évalue en

—p:ona f3=——. Donc,
i i Up1ip)
Vr € R\ [-p,0], = A _
TRV =P O} e T (:B—I—l)...(x—l—p—l)(x z+p
b) Soit N € N*. Avec la question précédente, on a :
i 1 —li( 1 - 1 )
nzln(n+1)...(n+p)_pn:1 nn+1)...(n+p—-1) (m+1)...(n+p)/

On reconnait une somme téléscopique, qui se simplifie en :

1 1 1 1 1,1 1
z:ln(n+1)...(n+p) :5(1x...p_(N+1)...(N+p)> :5<ﬁ‘(N+1)...(N+p)>'

c) Soitn > 1. On a

1 (p+ 1)
(;fl’) nn+1)...(n+p)

Avec la question précédente, si N > 1, on a donc :

C(p+DI/1 1
N = P (a_(N+1)...(N+p)>'

Dans la parenthése, le terme de droite tend vers 0 quand N — +oo. Donc, par
(p+ 1) L L_ptl

opérations élémentaires, Sy — '
p p: p



1.2
a)

1.3

Une somme double

-1 -1
Par le formule de Pascal, on réécrit dans la somme (n) = (n > + (n ) La

somme vaut donc :
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par téléscopage.
On note S cette somme. On intervertit les sommes et on a :

=5 () S ()

k=1 =0 k=1

On simplifie par la formule du chef : (=1 = L . Donc,
k\k—1 n\k

par binome de Newton (en introduisant le terme en k = 0).

Une suite homographique

On procéde par récurrence, le prédicat de récurrence étant défini pour n € N par :
U, est bien défini et est dans R...

e Pour l'initialisation, on remarque simplement que ug = 0.

e Soit n € N tel que u,, est bien défini et u,, > 0. Comme h est défini sur R\ {—2},

Ups1 = h(uy,) est bien défini. De plus, comme u, > 0, up41 = 45nj23 est un
quotient de deux nombres positifs, donc est positif.
Ceci conclut la récurrence.
Soit x € R\ {—2}. On a
h(z) =2 <= 4o +3=a2(x+2) < 22 -20-3=0.

Le discriminant de cette équation est 16 = 42 et les solutions sont donc ; donc

hir) =2 < z=aouxz=[,aveca=—1let f=3.



c¢) Soit n € N.

dun+3
v o Up+1 — 6 _ up+2 3
n+l — T 4un+3
Up+1 — QO BT +1

~ Adup +3—3u, —6
 duy, + 3+ Uy, + 2

lu,—3 1
= = —0,.
Su, +1 5
. , L. . 1 . Ug — 3
d) La suite (v,,)nen est géométrique de raison = et de premier terme vy = 1
U
3
Donc, pour tout n € N, v,, = ~En
n—3
Soit n € N. On a v, = Y 1 Donc, u,(v, — 1) = —v, — 3 et finalement u,, =
Uy,

v, +3 : . . . .
— = 1 (v, ne vaut jamais 1 d’aprés 'expression trouvée ci-dessus).
U —
" _ 3
Ainsi, pour tout n € N, u,, = iy
I+ =

Exercice — Fractions égyptiennes

1. Par exemple :
L
Vg €]0,1[NQ, 3k € N*, Iny,...,m eN"1q=> — et Vi,j € [Lk],i#j = n; #nj.
n.

i=1

1 1
2. (a) L’ensemble A des entiers n vérifiant — < g est non vide car il contient |- | + 1.
n q
Donc, A est une partie non vide de N* et admet un minimum.

1 2
Supposons par I’absurde que ¢ > —. On a alors : ¢ > — >

n n - n-—
inégalité étant vraie car équivalente a 2n — 2 > n, donc a n > 2, ce qui est vrai

car ¢ < 1. On aurait ainsi une contradiction car on aurait n — 1 € A. Ainis,

T la derniére

qd < —.
n
a 1 na —b
(b) On écrit ¢ = —. Alors, ¢ = P T Comme par définition de n,
n n
1 a 1
1>g,onab>na—aetdoncna—b<a. Et na—b>0car — <q;en
n— n

posant ¢ = na — b et d = nb, on a donc ce qu’on demandait.

3. Pour tout £ € N*, on note P(k) l'assertion suivante : si ¢ € QN]0, 1[ peut s’écrire

k
q= 7 alors ¢ admet une décomposition en fractions égyptiennes. On montre que

P(k) est vrai pour tout k € N*, par récurrence forte.
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1
e Initialisation. Si g s’écrit 3 ¢ admet une décomposition en fractions égyptiennes
(& un seul terme).
e Hérédité. Soit k& > 2. On suppose P(i) montré¢ pour i € [1,k — 1]. Soit

k
g € QNJ0,1[ admettant une écriture g = 7 On reprend les notations de la

1 1
question précédente et on a ¢ = ¢ — —. Si¢ =0, ¢ = — et on conclut comme
n n

c
dans Dinitialisation. Sinon, par la question 2.b), ¢’ s’écrit p avec 0 < ¢ < k,

donc par hypothése de récurrence, il admet une décomposition en fractions

1
égyptiennes. Comme ¢’ < —, n ne figure pas dans les dénominateurs d’une telle
n

1
décomposition. Donc en ajoutant — a la décomposition de ¢, on obtient une

décomposition de g en fraction égyptienne, ce qui conclut la récurrence.

Ainsi, P(k) est montré pour tout k& € N*. On a ainsi montré que tout ¢ €]0,1[NQ
admettait une décomposition en fractions égyptiennes.

3 Exercice — Parties intégrales du plan

Une partie A de C est intégrale si Vz,w € A, |z —w| € N.

1.
2.

On peut considérer les trois sommets d’un triangle équilatéral de coté 1, par exemple.

On peut considérer les quatres sommets d’un rectangle dont la diagonale a une
longueur entieére. Par exemple, avec largeur 3 et longueur 4, la diagonale vaut 5
par le théoréeme de Pythagore ; donc ces 4 points conviennent.

2
—u 2u
. On a cosf = et sinf = ——.
1+ u? 1+ u?
S ¢ rati L1 b 1—u2t 2u ot 1—u2+, 2u cG
. Si u est rationnel, les nombres e aussi et z, = 7 .
1+u?  1+u? ol4w?r 1+ w?
De pl Alors 120 _ 1= I
e plus, supposons que z, = z,. Alors = . Donc, — =
-1+ T2 ce qui donne u? = v?. On a donc v = 4v ; et comme on a aussi
v
2u 20 : . R .
= , u et v doivent étre de méme signe, donc u = v.
1+u? 1402
Ceci montre que des rationnels u distincts donnent des z, distincts. Comme Q est
infini, G aussi.
Soient z,w € G'. On écrit z = a® et w = b* avec a,b € G. Alors, |z — w| = |a® — b?|.
Comme a,b € U, on peut les écrire a = € et b = ¢'®. Alors, |z — w| = [e*? — e*¢| =

| sin(0 + ¢)|, aprés calculs, par la méthode de 1’angle moitié.
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4.1

Mais sin(f + ¢) = sin(f) cos(¢) + cos(f) sin(¢) € Q car les cosinus et sinus de 6 et ¢
sont rationnels par hypothése. Done, |z — w| € Q.

Si z et w sont dans G et vérifient 2°> = w?, on a z = +w. Comme G est infini et

qu'un élément de G’ correspond au plus a deux éléments de G, G’ aussi est infini.
Soit N € N*. On considére N points distincts z1,...,2y de G'. Par hypothése,
|zi — 2| € Q pour tous 1 < 4,5 < N. On considére un dénominateur commun ¢ a
tous les |z; — z;|. Alors, pour tous 1 <14,j < N, |gz; — qz;| € N par construction. Et
les points gz1, ..., qzy sont sur le cercle de centre O et de rayon ¢ ; ce qui conclut en
prenant Ay = {qz1,...,qz2n}.

Probléme — Des produits remarquables

Une formule pour les nombres de Fibonacci

. La suite de Fibonacci est récurrente linéaire d’ordre 2, de polyndéme caractéristique

X? — X —1, dont les racines sont ¢ et 1. D’aprés le cours, il existe A, u € R tels que
Vn € N, F, = \o" + up".

Avec n = 0, on trouve A + 4 = 0 donc = —\ ; avec n = 1, on trouve \¢ + up =1,

donc A\(¢p —¢) = 1. Ainsi, A = L et u = —i, d’otu le résultat.

V5 V5

L’équation 2" — 1 = 0 d’inconnue z € C est polynomiale de degré n et a pour racines
les w", pour k € [0,2n — 1]. Par factorisation compléte, on a donc :

n—1
Vz € C,z”—le(z—wk).

k=0

On substitue f a z dans l'identité précédente. On a donc :

On multiplie par ¥" & gauche, ce qui revient & multiplier par ¢ chaque facteur a

droite :
n—1

¢ — " =[] (6 — o).

k=0

A droite, le facteur pour k = 0 vaut ¢ — ¢ = /5. En divisant par ce facteur et en
utilisant la question 1., on obtient :

n—1

F, = H(¢ - Wk¢)

k=1
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n—1

4. Sik e [1, T]]’ on a wk =w™* =w"* Car w est une racine n-éme de Punité. On

d.

peut donc écrire :

i
L

2 n—1

(0 —we)x [ (6 —w'y)

=
I
—

k=1 k:%
=[] (¢—w*v) x [J(¢ —w"“9)
(=1

3
ol
==

(¢ — W) (¢ — wki) car ¢ et 1) sont réels
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Pour tout k € Z, on a |¢p — w*h|? = |¢]* + |w"Y|* — 2Re(pw ") = ¢? + p? —
201 cos(2km /n).

3 5 3—VH
On calcule rapidement ¢? = +2\/_, P? = 2\/_ et ¢ptp = —1. Donc, |¢p — why| =
3+ 2cos(2km/n). Ainsi,
n—1
2
F, = H (3 + 2cos(2km/n)).
k=1
n—1
Quand n est pair, on part de la méme identité ¢ — " = H(gb —w*y). De nouveau,
k=0

le terme k = 0 vaut v/5, tandis que le terme k = n/2 vaut ¢ — (—=1)¢) = ¢+ 1p = 1.

On trouve donc :
n—1

k=1

k#n/2
On peut rassembler les facteurs 2 par 2 comme précédemment ; on trouve cette fois :
~1

F, = (3 + 2cos(2km/n)).

0|3

B
Il

Un cas particulier du théoréme de Kronecker-Weber

Une racine carrée de —1 vaut +¢. Or ¢ et —¢ sont dans Uy, donc dans U, donc dans
C. Ceci montre P(—1).



10.

11.

. On remarque que 1 n’est pas solution. Soit z € C\ {1}. Comme sz =

On a V2 = 2 x cos(n/4) = e™* + ¢7/* Comme *™/* sont des racines 8-¢mes de
l'unité, elles sont dans C, donc v/2 est dans C. De méme, —v/2 = —e'™* — ¢/ et
dans C. On a montré P(2).

Soient z,w € C. On peut trouver n,m € N, ay,...,a,,b1,..., 00 €Z, 21,..., 25, w1, ...
U, tels que
n m
z = Zakzk et w= Zbgwg
k=1 =1
Donc, zw = Z (arbe)zwy,. Les agby sont entiers ; on aura conclu si on montre que
1<k<n

1<6<m
zrwy € Uog, pour k € [1,n] et £ € [1,m].
Fixons de tels k et £. On peut trouver r,p € N* tels que 2z, € U, et w, € U, par
définition de Uy, Alors, (zxw,)™ = (z;)F x (w))" =1, donc zzw, € U,, C Uy. Ceci
conclut.

p—1
|
z—1"
k=0
est solution ssi z est une racine p-éme de l'unité. Les solutions sont donc les p — 1
racines p-émes de 1'unité, distinctes de 1.

z

On peut écrire les solutions de ’équation précédente comme w”, pour k € [1,p—1].
Comme on a trouvé p — 1 solutions a une équation polynomiale de degré p — 1 (et de
coefficient dominant 1), on a :

L’évaluation en 1 donne 'identité souhaitée.

On sépare les facteurs d’indice pair et impair et on change la variable d’indexation.
On obtient :

p—1 p—1
2 2
p=110-w*) x ][ -u*™M.
=1 =1
p-1 p-1 p-1
2 2 2
De plus, H(l — W = H (1-— wQ(%_m)_l) = H (1 — wP™?™) par retournement
=1 m=1 m=1
B
m = pTl — (. Ceci s’écrit encore H (1 — w?®P™™) car w” = 1. Avec un nouveau
m=1 b1
retournement j = p — m, cela vaut finalement : H (1 —w¥).
=t



12.

13.

14.

p—1

p—1
Donc,p:H(l—w X H 1—w¥ H(l—w%).
=1 —ptl =1
Pour la deuxiéme egahte, on factorlse chaque facteur par w’ et on sépare le produit :
p—1 p—1
p=][w" x H(w‘e —uwh
(=1 =1
Le premier produit vaut wi=1 wPP=1)/2 (wP) T =1, ce qui conclut
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On multiplie chaque facteur par —1. Comme il y a - facteurs, on obtient :

)= () ] e = [] @),
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car est pair, par hypothése. Ceci conclut la question.

Par la deuxiéme égalité de la questlon 11 et la question précédente, on a donc p =
p—1 1

<H(w )) D'ou /p== H . Pour tout ¢, w* et w™* sont dans U,
=1
donc dans U,,. Donc, les facteurs w™¢ — w’ sont dans C. Comme C est stable par
p=1

produit par la question 8, on en déduit que H(w’e — w‘]) € C. Et donc son opposé
=1
aussi. Ainsi, \/p et —/p sont dans C, ce qui montre P(p).

Remarquons que P(0) est vrai en considérant une somme vide d’éléments de Uy,
Soit n € Z\ {0}. On peut écrire n sous la forme n = 2%p, ot @ € N et p est un entier
relatif impair. Soit § une racine carrée de n. Alors, § peut s’écrire V2" x €, ol € est
une racine carrée de p. On distingue maintenant deux cas.

e Sip = 1[4], alors par la question précédente € € C ; et par la question 7, V2 ecC.
Dong, par stabilité par produit (question 8), ¢ € C.

e Sip=3[4], alors —p = 1[4] et on écrit plutot & = iv/2" x ie. Comme ie est une
racine carrée de —p, il est dans C. Par la question 7, i et v/2 sont aussi 77dans
C. Par produit, ¢ est dans C.



On a montré que pour tout n € Z, les racines carrées de n sont dans C, ce qui conclut
la preuve.



