MPSI 3 Devoir maison 2025-2026

DM 4 - Fonctions absolument monotones

Soit I un intervalle ouvert de R. Une fonction f de I dans R est absolument monotone (A.M. dans
la suite) si elle est de classe € etsi VneN,Vxe I, f™(x) = 0.

1 Généralités
1. Montrer qu’'une fonction A.M. est positive et croissante.

2. Montrer la formule de Leibniz : si f et g sont deux fonctions de classe 6" définies sur un
intervalle I, alors f g est de classe 6" sur I et

k (k) . .
vielo,nl, (fg® =Y ( .)f(”g(k‘”.
j=0
3. Montrer que la somme et le produit de deux fonctions A.M. sont des fonctions A.M.
4. Montrer que si f est A M. sur I alors expof est A.M. sur I.

5. Y a-t-il une réciproque a la question précédente ?

2 Lafonction arcsinus est absolument monotone sur 0, 1].
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6. Soit g la fonction définie de ]0,1[ dans R X = (—-—).
oit g la fonction définie de ]0,1[ dans R par g : x 2(1—x 1+x)

Calculer g(”), pour tout 72 € N.

7. En déduire que g est A.M. sur 10, 1[.

8. On définit f sur]0,1[par f: x— . Montrer que f est A.M. sur 0, 1[.
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9. En déduire que la fonction Arcsin est A.M. sur ]0, 1[.
3 Différences finies
Si f est une fonction de R dans R et & est un réel, on définit la fonction Ay, (f) : R — R par:
VxeR:Ap(f)(x) = flx+h) - f(x).
On définit récursivement les fonctions A} (f) par : A(;l(f) =fetVneN, AZ“ (f) = Ar(AL ().

10. Soit f: R — R une fonction et soient & et x des réels.
Exprimer Afl () (x) en fonction de f(x), f(x+ h) et f(x+2h).



11. Montrer que, pour tout n € N, pour toute fonction f:R — R, pour tous réels x et /1 :
AR(H) =) (D" Lo+ k).
k=0
On dit que f :R — R est totalement monotone (TL.M.)si: VxeR,Vh>0,VneN, AZf(x) >0.

4 Absolument monotone —> totalement monotone

Soit f une fonction de R dans R et soit x un réel. Pour tout entier naturel n, on définit la fonction
Xp:RY —Rpar X, : h— Ay f(x).

12. On suppose que f est dérivable sur R. Montrer que, pour tout n € N, Xj,;1 est dérivable et
que, pour tout h>0:
Xy (W) =+ DAL (x+ h).

13. Montrer que si f est dérivable et satisfait, pour tout i > 0, AZ( f "y = 0 alors, pour tout i >0,
AL = 0.

14. En déduire que si f est A.M., alors elle est T.M.

5 Totalement monotone —> absolument monotone
15. Montrer que toute fonction T.M. est positive et croissante.

On admet :

¢ l'identité algébrique suivante: sin e Net k € [0, ],

Xn:(_l)n_](n)]k:{ 0 sik<n
j=0 J

n! sik=n.
* 1'égalité de Taylor-Lagrange : si f est une fonction de classe € sur R, pour tous réels a < b

et pour tout entier naturel n, il existe c €]a, b|[ tel que :

(& b-af (b-a)"™

16. On suppose f T.M. et de classe €°°. Montrer que f est A.M.

17. Question ouverte. Existe-t-il des fonction T.M. qui ne soient pas de classe € ?



