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1 Primitives et intégrales

1.1 Primitives

DEFINITION 1.1 (Primitive)
Soit f une fonction définie sur A C R, et a valeurs réelles ou complexes. Une fonction F,
définie sur A, est une primitive de f si F' est dérivable et F' = f.

PROPOSITION 1.2 (Structure, sur un intervalle)

St f est définie sur un intervalle I et si F' est une primitive de f, alors les primitives de
f sont les fonctions de la forme Fo : x — F(x)+ C, ou C est une constante (réelle ou
complexe) quelconque.

EXERCICE 1.3 I
Quelles sont les primitives de x — — sur R* 7
x

THEOREME 1.4 (Existence)
Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Alors, f admet une primitive F.



PROPOSITION 1.5 (Primitives usuelles)
On donne ci-dessous une primitive de fonctions élémentaires définies sur des intervalles.

Fonction Primative Intervalle
xoz—‘rl
« R—{-1 > 1,
T T (ael {-1}) | = P (%)
T — x — In|z| R* ou RY,
x
exp exp R
coS sin R
sin — COS R
tan —Ino|cos| | ]|—m/2,7/2[ (xx)
1
— tan | — /2, w/2[ (%)
cos ]
— arctan R
22 1+ 1
T — arcsin - 1,1
T ] [
In r—=zlnr —=x R
ch sh R
sh ch R
th Inoch R

(*) L’intervalle I, vautR sia € N, R* ouR’ sia € Z— (NU{-1}) et R sia € R—Z.
(%) Ou tout intervalle de la forme | — w/2 + km,m/2 + kx|, avec k € Z.

PROPOSITION 1.6 (Dérivée d'une fonction composée, a l’envers)
Soient I et J deuz intervalles de R. Soient f : I — J et g : J — R ou C deux fonctions
dérivables. Une primitive de f' X g'o f est go f.

EXERCICE 1.7
Trouver une primitive des fonctions suivantes :

1. fi(z) = 29:2‘1 ; 4. fu(z) = (xngg)g
2. folz) = 3(516%33)6 5. fole) = — 3x2
3. f3(z) = cos? (222 + 1)

Ver +1 6. folx) = 2?(2® + 1)Vad + 1
1.2 Propriétés de l'intégrale
On note K =R ou C.

DEFINITION 1.8 (Intégrale d'une fonction continue)
On admet provisoirement que, pour tous réels a < b et toute fonction f continue de [a, b]
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b
dans K, on peut définir une quantité appelée intégrale de f sur [a,b] et notée / f. Les

propriétés suivantes sont satisfaites :
— Linéarité. Si f, g sont continues de [a,b] dans K et si A\, u € K, alors

/abufwg):x/abfw[g.

— Relation de Chasles. Si ¢ €]a, b| et si f est continue de [a, b] dans K, alors

/abfz/achr/cbf-

b
— Positivité. Si f continue de [a, b] dans R, alors / f=0.

b
— Normalisation. Pour tous a < b, / 1=b-—a.

REMARQUE 1.9
b
Si f est & valeurs réelles, f peut étre interprétée comme 'aire algébrique contenue entre

a
I’axe des abscisses, le graphe de f et les droites verticales d’équation = a et x = b.

REMARQUE 1.10

b b b
Si f est a valeurs complexes, on a / f= / Re f —i—i/ Im f.

NOTAHON'Lllb

On note ausi / f(z)dz l'intégrale de f sur [a,b]. Dans cette deuxiéme notation (la plus
a

courante dans les calculs), = est une variable muette et peut étre remplacée par une autre

variable.

DEFINITION 1.12 (Extension a des bornes quelconques)
Soient a > b deux réels. Si f est continue sur [b, a], on définit :

sia=25b

/abf(“’)d‘”: —/ba(;(:v)dx sinon

REMARQUE 1.13
b c b
On vérifie que la relation de Chasles / f= / f+ / f reste valable, quel que soit 'ordre

des variables a, b et c.



PROPOSITION 1.14 (Croissance et inégalité triangulaire)
Soient f,qg deux fonctions continues sur [a,b] a valeurs réelles.

b b
— Croissance. Si [ < g, alors/ f §/ g.

([ﬂséﬁﬂ

1.3 Théorémes majeurs du calcul intégral

— Inégalité triangulaire. On a

THEOREME 1.15 (Théoréme fondamental de I’analyse)
Soit f une fonction continue sur un intervalle 1. Soit a un point de I. La fonction F,

définie sur I par F' . x — / f est lunique primitive de f qui s’annule en a.

COROLLAIRE 1.16
Soit f une fonction continue entre a et b. Soit F' une primitive de f sur cet intervalle.

KU:F@—F@.

NOTATION 1.17
On utilise la notation [F(z)]*=% pour désigner la quantité F'(b) — F(a). S’il n’y a pas de

risque de confusion, on écrira plus simplement [F(x)]°.

COROLLAIRE 1.18 (Dérivée d’une intégrale avec bornes variables)
Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a valeurs dans K. Soit J un intervalle de
R et soient a et B deux fonctions dérivables de J dans I. La fonction G définie sur J, par

B(z)
G:zw / f
o)

est dérivable et sa dérivée est donnée par
Vo e J,G'(x) = B'(x) f(B(x)) — o' (2) f(a(x)).

THEOREME 1.19 (Intégration par parties)
Soient u et v deuz fonctions de classe C* sur un intervalle 1. Alors, pour tous a,b € I,

EXERCICE 1.20
Donner une primitive des fonctions f et g définies par f(z) = ze® et g(x) = arctan x.



THEOREME 1.21 (Changement de variable)
Soit ¢ une fonction de classe C* sur un intervalle I. Soit f une fonction continue, définie
sur ¢(I). Pour tous a,b € I, on a :

b $(b)
/ f(o(x))¢' (x)dx = Flu)du.

¢(a)

REMARQUE 1.22
Afin de simplifier le changement de variable, on appliquera la méthode suivante :

On définit 4 comme une quantité dépendant de x.

On en déduit du en écrivant formellement que du = u'(x)dx.

Dans l'intégrale initiale, on utilise les quantités u et du pour se débarrasser des z. A
la fin, il ne doit pas y avoir cohabitation entre les deux variables.

On change les bornes de l'intégrale ; 'intégrale de a a b devient une intégrale de u(a)
a u(b).

Le u dans I'intégrale doit maintenant étre considéré comme une variable (muette).
En particulier, dériver u n’a aucun sens.

EXERCICE 1.23 ]
Donner une primitive de f(x) = sur |0, [.

On utilisera le changement de variable u = cos x.

2 Calculs pratiques

2.1

Recherche de primitives

METHODE 2.1 (Primitive de P(z) cos(ax)e™)
On considére une fonction f de la forme f : x — P(z)cos(azx)e’™ ou P est une fonction
polynomiale & valeurs réelles; a et v sont des réels (ou de méme en remplagant cos par

sin).
1.

3.
4.

On commence par écrire que cos(az) = Re(e™”). Ainsi f(z) = Re(P(m)e(W"“)’”). On
est donc ramené & chercher une primitive de g : x — P(z)e™™, ou w = 7 + ia.

On cherche une primitive de g sous la forme G : z — Q(z)e", ot @ est une fonction
polynomiale de méme degré que P. Aprés calculs, @ doit vérifier Q' + w@ = P.

On trouve @) en identifiant les coefficients et en résolvant le systéme.

On obtient une primitive de f en prenant la partie réelle de G.

REMARQUES 2.2
— Si f est de la forme z — P(x) cos(ax) ou z — P(x)sin(ax), c’est-a~dire s’il n’y a pas

de facteur exponentiel, il peut étre plus rapide de chercher directement une primitive
de f de la forme F : x — Q1(x)cos(ax) + Q2(x)sin(ax), ou Q1 et Q2 sont deux
polynémes (de degré inférieur a celui de P).



— Légalité f(z) = Re(P(z)e"") repose sur le fait que P est & valeurs réelles et que ~y est

1 . )
réel. Si ce n’est pas le cas, on écrira plutét cos(azx) = = (" + e ***) et on cherchera

séparément les primitives des deux termes obtenus. Puis on utilise la linéarité pour
conclure.

— Dans certains cas simples, on peut aussi écrire une primitive recherchée comme inté-
grale et procéder par intégration par parties.

EXERCICE 2.3

Déterminer une primitive des fonctions suivantes :
1. fi:2~ cos(z)e? (A €R);
2. foraw 2%
3. f3: x> xsin(3x)e*.

METHODE 2.4 (Primitive de cos?(z) sin?(x))
Pour obtenir une primitive d'une fonction de la forme z + cos”(x) sin?(z), ot p,q € N, on
peut linéariser ’expression et obtenir directement une primitive de la forme linéarisée.

REMARQUES 2.5

— On peut généraliser cette méthode a un produit quelconque de fonctions = — cos(ax)
et x — sin(bz), ot a et b sont des réels quelconques, qui peuvent étre distincts. On
dispose en effet de formules de linéarisation pour cos(ax) cos(bz), cos(ax)sin(bz) et
sin(ax) sin(bzx).

— Si on a aussi des facteurs polynomiaux/exponentiels, on commence par linéariser et
on se rameéne au point précédent.

— Dans certains cas, on pourra reconnaitre la dérivée d’une fonction composée, ce qui
est bien plus rapide.

EXERCICE 2.6

Déterminer une primitive des fonctions suivantes :
1. f1: 2+ cos(2x)sin(3z);
2. forx > xCosS ]
3. fs:xrsinxzcos"x (n € N).

2.2 Fonctions rationnelles, un apercu

EXERCICE 2.7
Déterminer une primitive des fonctions rationnelles suivantes :

1 T
: . 4. T =
1. fl.l"—>x+3, f4 T JZ2+4’
22+ 1 5 faire 2x +1
2. fgil’l—)ﬁ; BEEE $2—4Z€+8’
. . 6. fo:x+— ;
3. f3.x|—>—x2+4, (x —2)(x —3)



2+ 3
7. s
Jrow 22 — bz +6

2.3 Reégles de Bioche (HP)

METHODE 2.8 (Régles de Bioche)

P(cosz,sinx)

On considére une fonction f de la forme f : z +— ou P et @ sont des

Q(cosx,sinx)’
polynémes en deux variables. Autrement dit, f est une fonction obtenue en utilisant uni-

quement les quatre opérations élémentaires et les fonctions élémentaires cos et sin.
b

On suppose qu’on doit en calculer une intégrale [ f(z)dz (p. ex. pour trouver une primi-

tive de f). Notons formellement w(z) = f(x)dx. !
On applique le changement de variable suivant :

— Siw(—z) =w(z), on pose u = cosx;

— Siw(m —z) = w(x), on pose u = sinx;

— Siw(m+ z) = w(z), on pose u = tanx;

— Si w n’a aucune des symétries précédentes, on pose u = tan(x/2).
Alors, on est ramené a calculer I'intégrale d’une fonction rationnelle en u.

ATTENTION !
Le dernier changement de variable peut donner lieu & des calculs trés pénibles. On ne
I'utilise qu’en dernier recours.

EXERCICE 2.9
Calculer les intégrales suivantes :

/3 t w/4 /2 1
1. / ﬂdw; 2. / cos® xsin® xdz ; 3. / —Fdx.
o l+cosx 0 o l+sinz

REMARQUE 2.10

Pour les intégrales des fonctions de la forme x — cos?(x) sin?(z), on pourra faire le chan-
gement de variable u = cosx si ¢ est impair © = sinx si p est impair. Quand p et ¢ sont
pairs, on doit linéariser.



