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DS 2 de mathématiques — Corrigé

1 Controéle technique

dx _d_x
2v/r  2u’

1. Notons I cette intégrale. On pose u = /. On a du = Donc,

I:2/31n(u—1)du:2[(u—1)ln(u—1)—(u—1)}g:41n2—2.

2. Une formule avec arcsin.
(a) Comme /z € [0, 1], arcsin(v/z) est bien défini. On a
sin(2 arcsin(v/z) —7/2) = — cos(2arcsin(v/z)) = 2sin?(arcsin(v/z)) —1 = 22 —1.

Comme arcsin(y/z) € [0,7/2], 2arcsin(v/z) — /2 € [-7w/2,7/2]. Donc, par
définition de arcsin, arcsin(2x — 1) = 2arcsin(y/z) — /2. On en déduit la
formule annoncée :

T 1
arcsin(y/x) = 1t3 arcsin(2r — 1).

(b) Soit x €]0,1[. Les fonctions dans les membres de gauche et droite de 1'égalité
précédente sont dérivables en x par opérations usuelles (on a bien éliminé 0
et 1 pour éviter les problemes de non-dérivabilité de \/ et arcsin) de dérivée
respective :

1 1

1 1 1 1
= et = = .
2\/x /1_\/52 2V — x? \/1—(2x—1)2 Vixr — 422 2/ — a2

Ces deux dérivées étant égales sur ]0, 1], il existe une constante C' telle que :
1
Vz €]0, 1[, arcsin(y/z) = C + 3 arcsin(2z — 1).

Les deux membres étant définis sur [0, 1] et y étant continus, 1’égalité est en fait

valable sur [0,1]. En considérant la valeur en 0, on a 0 = C' + 3 arcsin(—1) =

C - % Donc, C = Z, ce qui conclut.

3. Fonction de Lambert.



(a)

Par produit, f est dérivable sur [—1, +oo[ et f'(t) = (t+ 1), pour tout t > —1.
On a f' > 0 sur [—1, +o0o[ avec égalité seulement en —1, donc f est strictement
croissante sur [—1, 4+00].

De plus, f(—1) = —1/e, 1+1£Iolf = 400 et f est continue. On en déduit que

f est une bijection de [—1,4o00[ sur [—1/e, +00[ (soit par ce qu’on appelle en
Terminale le théoréme de la bijection ; soit en séparant l’argument d’injectivité
(qui vient de la stricte croissance) et largument de surjectivité (qui vient de la
continuité et du calcul des valeurs/limites aux bornes)).

Soit x €] — 1/e,+00[. On remarque que t = W(x) > —1 car W(—1) = —1/e.
D’aprés le calcul précédent de la dérivée, on a donc f'(t) # 0. Donc, W est
dérivable en x de dérivée :

, 1 1 B 1 B 1
W) = 50T G e T @ De®  a g v

la derniére égalité venant de ce que par définition W (z)e"'® = f(W(x)) = z.

2 Un autre calcul de ((2)

Voir en fin de document

3 7w est irrationnel

Voir en fin de document

4 Intégrales impropres et transformation de Laplace

4.1 Propriétés de R(/)

1. Soit x > a. Par linéarité de I'intégrale, on a

/x (Af(t) + pg(t))dt = )\/m F)dt + ,u,/wg(t)dt,

—+00 “+o0

Le membre de droite converge vers A ft)dt + u / g(t)dt par opérations

a a
élémentaires sur les limites. Ceci montre en méme temps que Af + ug € R(I) et que

+0o0

400 +o00
/ (M) + pg(t))dt = A f(t)dt + u/ g(t)dt.

a



2. Soit x > a. Par relation de Chasles, on a

/OI F(t)dt = /Oaf(t)dt + /:f(t)dt.

Si fi; € R(J), / f(t)dt a une limite finie quand x — +oo. Par opérations sur les

limites, / f(t)dt a aussi une limite finie quand = — +00 et on a
0

" e = /0 “raes [ f

0

On montre de méme que si f € R([), alors fi; € R(J) et que la méme formule est

vérifiée, en écrivant que / fdt = / ft)dt — / f(t)dt, pour tout x > a.
a 0 0

3. Soit x > 1. On calcule, si o # 1,
/xdt_[tl_ar_azl_“—l
L tr ll—ali 1-—a

Ceci a une limite finie quand z — +o00 ssi a > 1 et cette limite vaut / o T
1 a —

eedt 1

dt
Pour aa =1, / 5= Inx n’a pas une limite finie quand z — +oc.
1

4. Soit f une fonction continue sur I = [a,+o0[ telle que |f| € R(I). On cherche a
montrer que f € R(I).

(a) Soit x € I. La quantité fi(z) — f_(z) vaut f(x) — 0 = f(x) si f(z) > 0 et
0—(—f(z)) = f(z) si f(z) <0. On a donc toujours f(z) = fi(z) — f-(x).
De méme, la quantité f,(z) + f_(z) vaut f(z) +0 = f(x) si f(z) > 0 et
0— f(x) = —f(z) si f(z) <0 ; cest donc |f(z)| dans les deux cas : |f(x)]| =
f(@) + f-(x).

(b) On a sup%osé que |f] € R(I). On peut donc trouver M > 0 tel que pour tout
x €1, / |f(t)|dt < M. Comme f, et f_ sont positives, fi < |f| et donc,

a

par croissance de 'intégrale, / fi(z)dr < / |f(x)|dx < M, pour tout = € [
_ IS

(notons que fy est continue puisque f, = 5 de méme pour f_) ; comme
f+ est positive, fi € R(I). De méme, f_ € R(I).
Comme f = f. — f_, la question 1. montre que f est aussi dans R(I).




4.2

Transformation de Laplace

. Soit z > 0, soit X > 0. On calcule

1— e—mX

. —at Lo _apt=x
/ 1(t)e wdt:——[e :”L:O =
0

i i

. 1
Quand X — 400, ceci converge vers —.
x

1
Donc, 1 € S et £(1)(xz) = —, pour tout = > 0.
T

Soit f une fonction continue bornée sur R;. On note M > 0 un réel tel que |f| < M.
Soit z > 0, soit X > 0. On a

X X “+o00 M
/ |f(t)]e ™ dt < M / e dt < M / et = —.
0 0 0

X

Ceci étant valable pour tout X > 0, la fonction ¢ — | f(t)|e”* est dans R(R, ), donc
t — f(t)e™™ aussi. Comme z > 0 est quelconque, f est dans S.

Soit = > 0. On cherche une primitive de ¢ +— sin(t)e™**. Une primitive de t — e~

e(i—ac)t

est t — . Une primitive de t — sin(t)e”*" est obtenue en en prenant la partie

1 — X
—axt

. - . —e
imaginaire ; apres calculs, t —
) ) 1 + 1'2

(cost + xsint) convient. Dés lors,

—xt t=X 1 e—:cX

X
—e

in(t)e”"dt = t int = - X in X).

/0 sin(t)e 1—|—x2(COS —|—xsm)t:0 T2 1—|—x2(COS + xsin X)

On prend la limite de cette expression quand X — 4o00. Le facteur cos X + zsin X
—xX

est borné tandis que e™** tend vers 0, donc le terme 1 (cos X + xsin X) tend

+ 22
vers 0. Par opérations élémentaires, on a donc :

+o0 1
/ sin(t)e *'dt =
0

1422

Dérivée de L(f).
(a) Notons M > 0 un réel tel que |f| < M. Soit X > 0. On a

—tx

X X X +o0
t M M
/ lg(t)]e ™ dt < M/ te " dt = M([——e_tx]f(oJr/ ¢ dt) < —/ e dt = —.
0 0 T 0 T T Jo X

Dong, |g| € S, et donc g € S.




(b) Soit z € R. Déja, E(x) est positif car intégrale entre 0 et 1 d’une fonction
positive. Soit u € [0,1]. On a |(1 — u)e™| < |1 — ulel™ < el*l. Donc, par
1

croissance de l'intégrale, E(x) < / eltldy = el!.
0

(1 —u)e™
T

De plus, E(z) = |

on trouve :

u=0 T T .I'Q

w1 11 1 et —1
} l—l——/ e”du:———i—e . On isole €* et
0

e’ =1+x+2°E(z).

(c) Pour tout t € Ry, on a

—t(z+h) —tx —th _
Hoe h O i p et = (t)e_m<€ h 1”) = W (e B(=th).
On intégre entre 0 et +00 :
L)+ h})l — L)) | L(g)(z) = h / e f(t)e ™ B(—th)dt.
0

(d) On veut montrer que le membre de gauche tend vers 0 quand h — 0. Il s’agit
+o0
donc de montrer que / 2 f(t)e " E(—th)dt — 0 quand h — 0. On fixe

0
X > 0 et on note M un majorant de |f|. Par inégalité triangulaire, croissance
de l'intégrale et I'esptimation sur E, question 8.b), on a :

b's b's
‘ / t2f(t)e—mE(—th)dt‘ < M/ et (@=1hl) gp
0 0
L’intégrale de droite est calculée par deux IPP successives :

X 2
X 2X 2
g2,—t(a=1nl) gy e X@li) pEX X)L (j_ Xk,
/0 z — |hj (z — |h])? (z — |h])?

En faisant tendre X vers 400, on a donc :

)/Om t2f(t)e—“E(—th)dt‘ < %

)z +h) — L(f)(z)
h
quand A — 0 ; ce qui conclut.

2Mh
Finalement, )ﬁ(f + E(g)(z)‘ < @ , qui tend vers 0,

— |h[?)

4.3 Calcul de l’intégrale de Dirichlet

sinx

9. La continuité de sinc sur R* s’obtient par opérations élémentaires. On sait que
+

tend vers 1, ce qui justifie la continuité en 0.

5



10.

11.

12.

13.

xT
De plus, sinc est une fonction bornée. En effet, si > 0, |sinz| = ‘/ cos(t)dt| <
0

x x

/ | cos(t)]dt < / 1dt = z, de sorte que |sinc| est majorée par 1. Par la question
0 0

6, sinc € S.

X X
t t1X t
Soit X > 1. Ona/ %dt:—[“f] —/ 5T gt
1 1

1 t2

cost 1 1
—)g—ett|—>—est
12 t2

L’intégrale de droite converge quand X — 4oc0. En effet, ‘ 2

sint
dans R([1, +o00[). De plus, le crochet converge vers cos 1. Ainsi, / Tdt converge
1

X v X sint _
quand X — +o00. Donc,/ sinc(t)dt :/ smc(t)dt—i—/ Tdt aussi.
0 0 1
Dong, sinc € R(I).
La fonction sinc est bornée donc — par la question 8. — L(sinc)’ = —L(sin). On a
calculé L(sin), question 7. On a donc :

1
1+ 22

Vo > 0, L(sinc) =

Il existe donc C' € R tel que L(sinc)(z) = C' — arctan(z), pour x > 0.

Soit > 0. Par inégalité triangulaire et croissance de I'intégrale (étendue & une borne

infinie), on a
+00 +oo 1
‘/ sinc(t)e_mdt‘ < / e rdt = =
0 0 xr

Donc, L(sinc)(z) — 0, quand = — 0. Comme arctan(z) tend vers 7/2, quand
x — +00, on en déduit que C = %

Pour tout z > 0, on a L(sinc)(z) = = — arctanx. On fait tendre = vers 0 ; avec le

bo |

400
fait admis, on obtient / sinc(t)dt =
0

Do



sargrss <SﬁwWog§. Exo 2 -
1. Soit x € R. Par la formule du binéme de Newton, on a
2n+1
2n + 1 k-2 — . —
Pn — n+l—-k k:_2n+1k‘
k=0
Pour k£ impair, 2n + 1 — k est pair de sorte que (—'L’)Q”“’lC vaut 2""1=*. Donc :

241
2 1
Py(z) = Z 2( nl:— )xki2n+1k.

k=0
k pair

Par le changement de variable | = 2k, on obtient :

i - 2n+1 2 (n— . a 2n+1 n—
Pn(x)—2zZ( o )x2l12( l)—QZZ( o )le(—l) L

=0 =0

En posant, pour tout z réel, Q,(x) = 2i Z ok
k=0

Vo € R, Qn(2%) = P,(z).

—~ (2n+1
( n )x’“(—l)"—k, on a bien

2n + 1
2. Onaqn:2i<n+ ):2i(2n+1)et
2n
2n +1 2n +1 2n +1)(2n)(2n — 1
PR YT U A NPT L WP Gl 0G0 |Gl )

3. Soit z €R. On a

P,(x)=0

(I + i)2n+1 — (I _ i)2n+1

S
CL'—I—Z 2n+1
<= - =1
xr—1
<
<~

Sk e [0,2n], L0 — o3
r—1
ke [l,2n], 0 = ~i———
1 — e2n+1

=)

ik
eanti 2 COS(2n+1

— dke|l,2n],x = —i—
[1. 2n]. « =2 —2i sin(5575)
e Jke[L,21] fan(—"")
nij, r = cotan .
Y 2n + 1



(On passe de k € [[0,2n] a k € [1,2n] car ’ +Z, ne peut pas valoir 1.)

Pour tout k € [1,2n], notons x; = cotan( ). Comme la fonction cotan est

T
2n+1
injective sur |0, 7[, les x) sont distincts. On a bien trouvé (les) 2n racines réelles
distinctes de P,.

. Pour tout k € [[1,2n], on a avec les notations précédentes :
Qu(x3) = Py(z) = 0.

Donc, les réels 7 sont des racines réelles de @,,. Cependant, des formules cos(m —

x) = —cosx et sin(m — z) = sinz (valables pour z € R), on déduit aisément que
cotan(m — z) = —cotanz (1a ou la formule a un sens). Pour k € [1,n], on a
km Cn+1—k)m D tout & € [1, 7]
= — ——— . Donc, pour tou n] :
2+ 1 2n + 1 P ’

2 2
T = Topt1—k-

Enfin, les réels #7, . .., 22 sont deux a deux distincts (car 1, . .., x, sont deux a deux
distincts et positifs).

2

- sont (les) n racines réelles distinctes de @,.

Finalement, 2%, ...,z

. On applique la relation donnée au polynéme @),,. On a donc :

Z” q
2 n—1
k=1

4n

. 2n(2n—1
Or, _dnmt n( 7; ) On a donc :
Qn

n

k 2n(2n —1
ZcotanQ( T ) = n(2n )
— 2n+1 6

. Soit z €]0,7/2[. On commence par remarquer que les inégalités a prouver sont

équivalentes a
1 1 1
2

57— < - < = .
tan“xr x Sin‘“x

Par décroissance stricte de la fonction inverse sur R’ , cela revient & montrer :
tan?z > 22 > sin® .

Par croissance stricte de la fonction carrée sur R, , c’est encore équivalent a

tanx > x > sinzx.



Sur |0, 7/2[, on pose f(z) =z —tanz et g(x) = x —sinz. On a, pour z € [0,7/2],
f'(x) =1 —(1+tan?x) < 0 (et ne sannule qu’en 0) et ¢'(z) = 1 —cosz > 0 (et
ne s’annule qu’en 0). Donc, f est strictement décroissante sur [0,7/2[ et g y est
strictement croissante.

Donc, pour tout x €]0,7/2],

f(@) < f(0) = 0=g(0) < g(x).

Ce qui est équivalent a tanx > x > sinz.

. Soit n € N. Pour tout k& € [1,n], on a

T
€|0,7/2[. Donc, en sommant les

) ) 2n+1 10,7/2]

inégalités précédentes entre 1 et n :

= kn "\ (2n +1)2 & kn
t 2 < - <1 t 2 .
,;1 cotan (Zn n 1) kgl 123 + kgl cotan (Qn n 1)

En reportant les valeurs trouvées pour les sommes et en simplifiant :

n

22n(2n —1) _ 1 _ w2 52n(2n — 1)
e — =< ——4 7.
6(2n+1)* <=k  (2n+1) 6(2n +1)2
2n(2n — 1) 4

—6(2 1) tend vers cx1- 6 quand n tend vers l'infini.
n

La fraction

2
0
Donc les membres de gauche et de droite tendent tous deux vers 5 Par le théoreme

des gendarmes, on a donc




7
e aer Exe 3
1. (a) Soit k € [0,2n]. Une récurrence rapide permet d’affirmer que
| |
(k) . n. n—k (k) . AV S 3 o \n—k
o x»—>—(n_k)!x et hy” :x+— (—b) (n—k:)!(a bx)

si k <n. Et si k> n, alors g% et A" sont nulles. On en déduit :

|
e Si ke [0.n], gM0) = K (m) = 05 gM(m) = — 7k ; p(0) =

n n

n!
(n—k)!
e Sik=nmn,g"™0)=g"(r)=n!et AM0) =r"(x) = (=b)"n!
e Sik>n, g(k et h(k sont nulles.

(=b)*a" ",

(b) Soit k € [0,2n]. On applique la formule de Leibniz :

Vo e [0, m§:<> R0 ().

D’aprés la question précédente, toutes les dérivées de g, sont nulles en 0, sauf
g™ (0) = n!. Ainsi, si k <n, f¥(0)=0. Et si k >n,

n

7900) = nl(k)g;"><o>h;k-"><o>
1

n:
k

:() knCLanEZ.
n)(2n—k



De méme, si k < n, g (1) =0 et si k> n,

1@ =2, 5 et

1 k n! ok
S "k (_pynp)
n! (k—n) (Qn—k)lw (=0)"n

k n! 2n—k k—
= —a" (=) e Z.
(k;—n) (2n—/<;)!a (=1) ©

2. (a) Soit n € N*. On a

Soit NV € N* tel que N > 2z. Alors, pour tout n > N :

2 |

N— —
" xxﬁx< 1$>< 1\
nl Ll e AR '
=1 k= k=1
T
Ainsi, la suite positive (—) est majorée par une suite géométrique de raison
n!

1/2 : elle tend donc vers 0.
(b) Par un calcul rapide de dérivée, on a que x — z(a — bx) atteint son maximum
en r = 2% = 7/2. Ainsi,
1 ram\»
Comme de plus, 0 < sin < 1 entre 0 et 7, la propriété de croissance de I'intégrale

donne : -
ves [ (2) m=n(2)

Par la question précédente et le théoréme d’encadrement, on en déduit que (A,,)
tend vers 0. En particulier, il existe n € N* tel que A,, €]0,1] (A4, est toujours
strictement positive).

3. ” On procéde par intégration par parties successives : (en intégrant a gauche et
en dérivant a droite)

/bfuv)g:[ D (y / FN-D g QA a 66
¢ @" s Eq) Ql

= Y@@ - (Y D) @l + [ g

kf(ka 1( ) (k) / fg(N)

b
/ Mg

£
i

I
iygh
L

10



Pour une rédaction plus propre : procéder par récurrence sur le nombre d’intégrations
par parties réalisées.

” On applique la formule précédente avec les fonctions f,, sin, entre 0 et 7. On
prend N = 2n + 1 et on note h une fonction telle queH(N ) = sin (ainsi h est
égal & £ cos ou £sin). On a donc :

A, = O o(2)d
/0 (2) ful()da
N—-1

A, = SO IHOFD (@) O @)+ (~1)N / " H(2) 1) (@)da

k=0

Comme N = 2n + 1 et que f, est une fonction polynomiale de degré 2n,
I'intégrale de droite est nulle. De plus, on a montré que fT(Lk) prenait des valeurs
entiéres en 0 et 7 pour tout k € [0,2n]. Comme chaque dérivée H™N=F=1 vaut
4 cos ou +sin, chacune prend aussi des valeus entieres en 0 et m. Donc, les
crochets sont entiers.

Finalement, A, € Z, pour tout n € N*.

” D’aprés la question précédente, A, est entier pour tout n € N*. Mais d’aprés
2.b), il existe n € N* tel que A, €]0,1[. C’est absurde.

Donc 7 est irrationnel.

— 3

=g ——
S

- i ———————
.. ..

L e
. 3
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