Algébre linéaire, familles de vecteurs et dimension finie

Jeremy Daniel

Certains espaces vectoriels sont plus
attirants que d’autres.

Jeux d’enfants

On désigne par K un corps quelconque.

1 Familles de vecteurs

1.1 Familles génératrices

DEFINITION 1.1 (Famille génératrice)
Une famille (e;);e; d’éléments de E est génératrice si elle engendre E.

REMARQUE 1.2
On parle aussi de partie génératrice.

METHODE 1.3
Pour montrer qu’une famille (e;);c; est génératrice, on considére un vecteur quelconque
dans E et on cherche & I’écrire comme combinaison linéaire des e;.

PROPOSITION 1.4 (Transitivité)
Soit (e;)ics une famille génératrice de E. Une famille (f;);je; de vecteurs de E est généra-
trice de E ssi chaque e; est une combinaison linéaire de la famille (f;);cs.

EXEMPLES 1.5
— Dans R", posons ¢; = (1,0,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0),..., e, =(0,0,...,1). Alors,
la famille (e;)7_; est génératrice de R™. En effet, tout vecteur = = (z1,zs,...,2,) de

R™ g’écrit x = E Zi€;.
i=1

— La famille (X*)en est génératrice de K[X].C’est une famille infinie mais tout poly-
néme est combinaison linéaire d’un nombre fini de X*.



1.2 Familles libres

DEFINITION 1.6 (Famille finie libre)
Soit (e;);e; une famille finie d’éléments de E. On dit que la famille est libre si

V(\)ier €K1Y Ney =0 = Vie I\ =0.

el

Dans le cas contraire, on dit que la famille est liée.

DEFINITION 1.7 (Famille libre quelconque)

Soit (e;)ier une famille quelconque d’éléments de E. On dit que la famille est libre si pour
tout sous-ensemble J C [ fini, la famille (e;);c; est libre. Sinon, on dit qu’elle est liée.
Cela revient a demander que :

V(A\)ier €KD 2 " Ney =0 = Vie I\ =0.

il

REMARQUE 1.8
On parle aussi (rarement) de partie libre.

METHODE 1.9

Pour montrer qu’une famille finie (e;);c; est libre, on suppose qu'on a une combinaison
linéaire des e; qui vaut 0 et on montre qu’alors tous les scalaires dans cette combinaison
sont nuls. Pour montrer qu’une famille quelconque (e;);e; est libre, on considére une sous-
famille finie quelconque de ces vecteurs et on montre qu’elle est libre.

EXEMPLES 1.10
— Dans R", la famille (e;)}, définie précédemment est libre : soient en effet A\y,... A\, €

K tels que Z Aie; = 0. Alors (Aq,...,A\,) = 0 et donc tous les A; sont nuls.
i=1
— De méme, la famille (X*),cn dans K[X] est libre.

EXERCICE 1.11
Dans R?, on pose e; = (1,1,1), e5 = (—1,1,—1) et e3 = (1, —1, —1). Montrer que la famille
(€1, eq,€3) est libre.

EXERCICE 1.12
On considére £ = C°(R,R). Pour tout réel o, on note f, € E telle que f, : = — exp(ax).
Montrer que la famille (f,)qer est libre.

PROPOSITION 1.13 (Liberté d’une famille de deux vecteurs)
Deux vecteurs x et y forment une famille libre ssi il n’existe pas A € K tel que x = Ay ou
Y= AT.



DEFINITION 1.14 (Vecteurs colinéaires)
Deux vecteurs x et y sont dits colinéaires si I'un des deux est un multiple de 'autre.

REMARQUE 1.15
Ainsi, une famille de deux vecteurs est libre ssi les deux vecteurs ne sont pas colinéaires.

PROPOSITION 1.16 (Liberté d’une famille de n vecteurs, par récurrence)
Soit (eq,...,e,) une famille d’éléments de E. On suppose que ey est non nul et que pour
tout k € {2,...,n}, e & Vect(ey,...,ex_1). Alors la famille est libre.

ATTENTION !
Il ne suffit pas de vérifier que e,, n’est pas combinaison linéaire de eq,...,¢e,_1.

EXERCICE 1.17
Une famille (ey,...,e,) est libre si, et seulement si pour tout i € [1,n], e; n’est pas
combinaison linéaire de la famille (eg)g;.

1.3 Bases d’un espace vectoriel

DEFINITION 1.18 (Base)

Une famille (e;);c; d’éléments de E est une base de E si ¢’est une famille libre et génératrice
de E.

EXEMPLES 1.19
— Dans R", la famille (eq, ..., e,) est une base. On I’appelle la base canonique de R".
— Dans K[X], la famille (X*),cy est une base. On I'appelle la base canonique de K[X].
— Considérons £ = KN. Pour & € N, notons (u*) la suite dont le terme général est
UZ = 0kn. Ce n'est pas une base de KN : en effet, le sous-espace vectoriel engendré
par cette famille est Pensemble KN des suites a support fini.

DEFINITION 1.20 (Coordonnées d’un vecteur dans une base)
Soit (e;);e; une base de E. Si x est un vecteur de E, on appelle coordonnées de x dans la
base (e;) 'unique famille (x;);e; & support fini telle que = = inei.

icl

EXEMPLE 1.21
Les coordonnées d’un polynome P € K[X] dans la base canonique sont ses coefficients.

EXERCICE 1.22
Dans R, [X], on considére une famille (Py);_, de polynémes tels que, pour tout k, deg P, =
k. Montrer que la famille (Py);_, est une base de R,,[X].



1.4 Familles de vecteurs et applications linéaires

PROPOSITION 1.23 (Familles génératrices et applications linéaires)
Soit f: E — F une application linéaire.
— Si (e;)icr est une famille génératrice de E, alors Im f = Vect (f(ei))iel.

— En particulier, [ est surjective si, et seulement la famille (f(ei)) ; engendre F.

ic
PROPOSITION 1.24 (Familles libres et applications linéaires)
Soit f: E — F une application linéaire.

— Soit (e;)ier une famille libre de E. Si [ est injective, alors la famille (f(ei)) est

iel
libre. )
— Soit (e;)ier une base de E. Alors, f est injective si, et seulement si la famille (f(ei))iel
est libre.

COROLLAIRE 1.25 (Bases et applications linéaires)

Soit f : E — F une application linéaire, soit (e;);cr une base de E. Alors f est un
isomorphisme si, et seulement si, la famille (f(e,-))iel est une base de I'.

THEOREME 1.26 (Définition d’une application linéaire par les éléments d’une base)

Soit (e;)ier une base de E. Etant donnée une famille (f;)icr d’éléments de F, il existe une
unique application linéaire f : E — F' telle que

2 Dimension d’un espace vectoriel

2.1 Espace vectoriel de dimension finie

DEFINITION 2.1 (Espace vectoriel de dimension finie)
On dit que F est de dimension finie s’il est engendré par un nombre fini de vecteurs. Sinon,
il est de dimension infinie.

EXEMPLES 2.2
— Le K-espace vectoriel K" est de dimension finie.
— K,[X] est de dimension finie : il est engendré par la famille (1, X, X?,..., X™).
— K[X] est de dimension infinie.
— L’ensemble F des fonctions de R dans R de la forme f : ¢t — Acos(t+¢) —ou A, ¢ € R
— est un espace vectoriel de dimension finie. Il est en fait engendré par cos et sin.

LEMME 2.3

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit e = (e;)"_, une famille libre et f =
(f3)i=1 une famille génératrice de E. Alors, on peut compléter la famille e en une base de
E, en lui adjoignant des éléments de la famille f.
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REMARQUE 2.4
On utilise le plus souvent ce lemme dans le cas ou la famille e est une sous-famille de la
famille f. La famille b est alors intermédiaire entre e et f.

EXEMPLE 2.5

Dans R?, la famille & deux éléments e = ((1, 1,0), (1,0, 1)) est libre et la famille f =
((17 0,0),(0,1,0), (0,0, 1)) est génératrice. On peut donc compléter e en une base de R® en
lui adjoignant un élément de f. On vérifie que b = ((1, 1,0),(1,0,1),(1,0, 0)) est une telle
base.

THEOREME 2.6 (Base extraite)
Soit E un espace vectoriel engendré par une famille finie f= (f1,..., fn). Alors, on peut

extraire de f une base de E — c’est-a-dire qu’il existe une sous-famille b de f, qui est une
base de E.

THEOREME 2.7 (Base incompléte)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit e une famille libre de E. Alors, on peut

compléter e en une base de E — c’est-a-dire qu’il existe une sur-famille b de e qui est une
base de E.

COROLLAIRE 2.8 (Existence de base en dimension finie)
Tout espace vectoriel de dimension finie admet une base.

REMARQUE 2.9

L’existence d’une base pour tout espace vectoriel est équivalente a ’axiome du choix. On
n’aura jamais besoin de supposer 'existence d'une telle base en dimension infinie — mais
on connait bien str des bases pour certains espaces vectoriels de dimension infinie, comme

K[X].

2.2 Caractérisation de la dimension

LEMME 2.10
St E admet une famille génératrice e a n éléments, alors toute famille f d’au moins n + 1
éléments est liée.

THEOREME 2.11 (Cardinal d’une base)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors, toutes les bases de E ont le méme
cardinal.

DEFINITION 2.12
Ce nombre est la dimension de E. On le note dimg £ ou simplement dim E quand il n’y a
pas d’ambiguité sur le corps des scalaires.



EXEMPLES 2.13
— Le K-espace vectoriel K" est de dimension n. La famille (eq, ..., e,) en est une base.
— Le K-espace vectoriel K,[X] est de dimension n 4 1; la famille (1, X, X?,..., X") en
est une base.
— C est un R-espace vectoriel de dimension 2 : (1,7) en est une base. Ainsi, dimg C = 2.
Cependant, dimc C = 1.

REMARQUE 2.14
Un espace de dimension 0 est un espace réduit au singleton {0}. Un espace de dimension
1 est une droite vectorielle.

THEOREME 2.15 (Théoréme du demi fainéant linéaire - bases)
Soit E un espace vectoriel de dimension n. Soit e une famille d’éléments. Les propositions
suivantes sont équivalentes :

1. e est une base de F ;

2. e est une famille libre de E de cardinal n ;

3. e est une famille génératrice de E de cardinal n.

REMARQUE 2.16

En pratique, pour montrer qu’une famille de vecteurs de cardinal n est une base d’un espace
vectoriel de dimension n, il suffit de montrer qu’elle est libre ou génératrice. En général, il
est plus simple de montrer la liberté.

EXERCICE 2.17
Soit n € N.
— Si (Py)j_, est une famille de polyndmes de K[X] tels que deg P, = k, alors c¢’est une
base de K, [X].
— Dans K,[X], la famille (P;)}_,, donnée par P, = X*(1 — X)"* est une base.

3 Sous-espaces vectoriels et dimensions

3.1 Sous-espaces en dimension finie

PROPOSITION 3.1 (Dimension d'un sous-espace)
Soit & un espace vectoriel de dimension finie n et soit F' un sous-espace vectoriel de E.
Alors F est de dimension finie p < n. De plus, p =n si, et seulement si ' = FE.

REMARQUE 3.2
Si F' est un sous-espace vectoriel d'un espace £ de dimension finie, on peut considérer une
base bp de F' et la compléter en une base by en lui adjoignant des éléments de F. En
revanche, si on considére une base bg de F, il n’est en général pas possible d’en extraire
une base de F.



EXEMPLE 3.3

Dans E = R? on considére F' = Vect ((1,1)). Alors, la famille a 1 élément ((1,1)) est
une base de F', on peut la compléter en une base de E, par exemple ((1, 1), (1, —1)). En
revanche, de la base canonique ((1,0), (0,1)) de E, on ne peut pas extraire une base de F :
en effet, ni (1,0), ni (0,1) ne sont des vecteurs de F'!

EXERCICE 3.4
Dans R?, on note F = Vect ((1,1,-2),(0,1,-1)) et G = {(2,y,2) ER’ | z +y+ 2 = 0}.
Montrer que F = G.

DEFINITION 3.5 (Rang d’une famille de vecteurs)
Soit £/ un espace vectoriel et soit f une famille finie de vecteurs de E. Le rang de f — noté
rgf — est la dimension de Iespace vectoriel Vect(f).

ATTENTION !
Considérons l'espace vectoriel E = R™ et une famille f = (fi, ..., f,) une famille d’éléments
de E. Notons k = rgf. Alors, les trois quantités n, k et p sont en général différentes et il
ne faut pas les confondre !

— n est la dimension de I'espace ambiant F.

— p est le nombre d’éléments de la famille; il peut étre aussi grand que 1’on veut si on

ne fait pas d’hypothése supplémentaire.

— k =rgfest la dimension du sous-espace vectoriel F' engendré par f.
On a donc k < n (car F C E) et k < p (car un espace engendré par p vecteurs a dimension
au plus p). De plus,

— k =n ssi f est une famille génératrice de F.

— k = p ssi f est une famille libre.

3.2 Produits et sommes directes

PROPOSITION 3.6 (Dimension d'un espace vectoriel produit)

Soient Fy et Ey deux espaces vectoriels de dimension finie. Alors Ey X FEy est de dimension
finie et dim(E; X Ey) = dim E; + dim Fj.

COROLLAIRE 3.7
Soient & un espace vectoriel de dimension finie et p € N. Alors, dim E¥ = pdim E.

PROPOSITION 3.8 (Base adaptée a une décomposition en supplémentaires)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit E = F @& G une décomposition en
somme de sous-espaces supplémentaires. Si (fi1,..., fr) est une base de F' et si (g1, .., 9p)
est une base de G, alors la famille e = (f1,..., fx, g1, .., 9p) est une base de E.

En particulier, dim F = dim F' + dim G.



REMARQUE 3.9
On generahse a une decomposmon de p sous-espaces.

Si B = @Ek, alors dim £ = Zdlm E.

k=1 k=1

LEMME 3.10
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Tout sous-espace vectoriel F' de E admet un
supplémentaire.

ATTENTION !
Il y a une infinité de choix possibles pour un supplémentaire d’un sous-espace fixé (si K est
infini).

3.3 Sommes et intersection

THEOREME 3.11 (Formule de Grassmann)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels

de E. Alors dim(F 4+ G) = dim F' + dim G — dim(F N G).

REMARQUE 3.12
L’égalite dim(F + G) = dim F' + dim G a donc lieu ssi F' et G sont en somme directe.

COROLLAIRE 3.13 (Théoréme du demi fainéant linéaire - sous-espaces)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soient F,G deux sous-espaces vectoriels
de E. On a équivalence entre les assertions suivantes :

1. E=F&G;

2. F=F+G etdimFE =dim F +dimG;

3. FNG ={0} et dim F = dim F + dim G.

REMARQUE 3.14
En pratique, pour montrer que deux sous-espaces F' et G sont supplémentaires dans F, on
montre
— dimF =dim F + dim G ;
— E=F+GouFnG={0}.
Le plus souvent, il est plus simple de montrer que F' N G = {0}.

ATTENTION !
[1 n’y a pas d’analogue de la formule du crible pour les dimensions de sous-espaces vectoriels.

EXERCICE 3.15
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et soient Fj, Fy et F3 des sous-espaces
vectoriels de F.



a) Montrer que
b) Montrer qu’on n’a pas, en général,

+ dim(F3 N Fy)) — dim (Fy N Fy N Fy)).

4 Applications linéaires et dimensions

4.1 Théoréme du rang

DEFINITION 4.1 (Rang d’une application linéaire)
Soit f: E — F une application linéaire entre espaces vectoriels de dimension finie.
Le rang de f, noté rg f, est la dimension de Im f.

REMARQUE 4.2

On peut étendre cette définition dans le cas ot ' et F' ne sont pas nécessairement de
dimension finie. On dit que f : F — F est de rang fini si Im f est de dimension finie. Le
rang de f est alors la dimension de Im f.

EXERCICE 4.3
Soient F, F et (G trois espaces vectoriels et soient f : F — F et g : F — (G des applications
linéaires. On suppose que f et g sont de rang fini. Montrer que g o f aussi et que

rg(go f) < min(rg f,rg g).

PROPOSITION 4.4 (Rang d’une application, rang d’une famille)
Soit f : E — F une application linéaire entre espaces vectoriels de dimension finie. Soit
e=(ey,...,ex) une famille génératrice de E. Alors, le rang de f est le rang de la famille

f: (f(61)7"'7f(ek))-

THEOREME 4.5 (Théoréme du rang)
Soit f : E — F une application linéaire entre espaces vectoriels de dimension finie. Alors,

dim F = dim Ker f +rg f.

EXEMPLE 4.6

On considére A I'endomorphisme de R, [X] donné par A(P) = P(X + 1) — P(X). Soit
P € Ker A. Alors le polynome P(X) — P(0) s’annule en tous les entiers, donc il est nul.
Donc P est un polyndéme constant. Réciproquement, les polyndémes constants sont dans
Ker A. Donc Ker A est de dimension 1 et, par le théoréme du rang,

rg A =dimR,[X]| —dimKerA = (n+1) —1=n.
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Par ailleurs, si @ est dans I'image de A, on a deg @ < n—1. Donc Im A C R,,_1[X]. Comme
les deux espaces sont de méme dimension n, on peut conclure que ImA = R,,_;[X].

4.2 Caractérisation des isomorphismes

THEOREME 4.7 (Espace de dimension n isomorphe a K")
Tout espace vectoriel E de dimension finie n sur K est isomorphe a K".

REMARQUE 4.8

L’isomorphisme entre E et K" est construit & partir du choix, a priori arbitraire, d’une base
de F.

THEOREME 4.9 (Théoréme du demi fainéant linéaire - applications)
Soit f . E — F une application linéaire entre espaces vectoriels de dimension finie. On a
équivalence entre les propositions suivantes :

1. f est un isomorphisme;

2. f est injective et dim F = dim F';

3. f est surjective et dim £ = dim F'.

REMARQUE 4.10
En pratique, il est souvent plus simple de montrer qu’'une application est injective, plutot
que de montrer qu’elle est surjective.

COROLLAIRE 4.11 (Cas des endomorphismes)
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie.
Alors, f est bijective ssi [ est injective ssi [ est surjective.

EXERCICE 4.12
Soit F = K,[X]. Soient zy, ..., x, des éléments distincts de K. On considére 'application
¢+ E — K" définie par VP € E,¢(P) = (P(xo), ..., P(z,)).

1. Montrer que ¥ est linéaire.

2. Montrer que 9 est injective.

3. En déduire que 1 est surjective ; que retrouve-t-on ?

COROLLAIRE 4.13 (Applications linéaires inversibles a gauche/a droite)
Soit f: E — F une application linéaire entre espaces vectoriels de méme dimension finie.
Alors, les propositions suivantes sont équivalentes :

1. f est un isomorphisme ;

2. f est inversible a gauche, i. e. il existe g € L(F, F) telle que go f = Idg;

3. f est inversible a droite, i. e. il existe g € L(F, E) telle que f o g=1dp.
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4.3 Formes linéaires — introduction a la dualité

PROPOSITION 4.14
Soit & un espace vectoriel de dimension finie n, soit H un sous-espace vectoriel de FE.
Alors H est un hyperplan de E ssi dim H =n — 1.

THEOREME 4.15 (Sous-espace vectoriel donné comme intersection d’hyperplans)

Soit I un espace vectoriel de dimension finie n. Sotent Hy, ..., H, des hyperplans de E.
p

Alors dim (ﬂ HZ-) >n —p. De plus, si F' est un sous-espace vectoriel de E de dimension
i=1

p
n —p, il existe Hy, ..., H, des hyperplans tels que F' = ﬂ H;.

=1

REMARQUE 4.16
p

On souhaite préciser ce résultat en déterminant la dimension de ﬂ H; en fonction de formes
i=1
linéaires définissant les H,.

LEMME 4.17
Soient (1 et Uy deux formes linéaires non nulles sur un espace vectoriel E et soient Hy et
Hy leur noyau respectif. Alors, Hy = Hy ssi {y et ly sont colinéaires (dans E*).

THEOREME 4.18 (Dimension d’une intersection d’hyperplans — HP)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient {1, ..., L, des formes linéaires. Pour

P
tout i € [1,p], on note H; = Ker¥;. Alors, dim (ﬂHl> =n—r, our estle rang de la
i=1

famille (¢1,...,0,) dans E*.

REMARQUE 4.19
p

En particulier, il y a égalité dim (ﬂ Hi) =n—pssi ({q,...,0,) est libre dans E™.
i=1
METHODE 4.20
Suivant la situation considérée, un sous-espace vectoriel de dimension p de K" pourra étre
donné

— Par paramétrage : on donne une base (fi,..., f,) de F. Ainsi, I’ est 'ensemble
p

des vecteurs de la forme Z A fr, ot les A\p sont des scalaires. Ils parameétrent F'; il
k=1

y a autant de parameétres que la dimension de F'.
— Par équations : on donne F' comme ’ensemble des solutions d’un systéme de n —p
équations linéaires, du type fx(z) = 0, ou les ¢ sont des formes linéaires.
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Quelle forme privilégier ? Cela dépend du probléme. Si on se donne F' et G deux sous-
espaces vectoriels et qu’on demande qui est

— F + G, il est facile de conclure si on dispose d'une base de F' et d'une base de GG
(I'union des deux bases est une famille génératrice de F'+ G et c¢’est une base si, et
seulement si F' et GG sont en somme directe.

— F'N@G, il est facile de conclure si on dispose d’équations pour F' et pour GG : ’ensemble
des équations mises ensemble définit F' N G (attention, il peut y avoir des équations
redondantes).

On verra dans le chapitre suivant comment passer en pratique d’une forme a ’autre.

EXERCICE 4.21
Dans R* :
— Soit P le sous-espace engendré par les vecteurs v = (1,2,3,4) et v = (1,0,1,0).
Donner la dimension de P et trouver un systéme d’équations linéaires définissant P.
— On considére @ le sous-espace des vecteurs (z,y, 2, t) tels que 2z+3y—z = y+2t = 0.
Donner la dimension de () et trouver une base de ().
— Calculer PNQ et P+ Q.

4.4 Dimension des espaces d’applications linéaires

PROPOSITION 4.22 (Dimension de E*)
Soit E de dimension finie n. Alors E* est aussi de dimension finie n. Si (ey,...,e,) est
une base de E, la famille (e7, ... e, ) de E*, définie par e;(e;) = d;; est une base de E*.

REMARQUE 4.23
La famille (e}, ..., e} ) est la base duale de la famille (e, ...,e,). Elle est donc formée par
les formes linéaires qui renvoient les coordonnées d’un vecteur de F, selon la base e.

EXERCICE 4.24

On se place sur F = R,,[X].
1. Soit a € R. Expliciter la base duale de ((1, X —a, (X —a)*,..., (X —a)").

2. Soient ay, ..., a, des réels, deux a deux distincts. On note Ly, ..., L, les polynémes
de E tels que Vi, j € [1,n], Li(z;) = 0.
Montrer que (L, ..., L,) est un base de F; expliciter sa base duale.

THEOREME 4.25 (Dimension de L(E, F'))

Soient E et F' deuz espaces vectoriels de dimension finie. L’espace vectoriel L(E, F) est de
dimension dim £ x dim F'. Si (eq, ..., e,) est une base de E et si (f1,...,[f,) est une base
de F, une base de L(E, F) est donnée par la famille (u; j)1<i<n1<j<p, OU

Vo € E,u;j(x) = € (x)f;.

REMARQUE 4.26
En fait, u(x Zf fjetU—Zf u”
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