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DS 6 de mathématiques

1 Entiers algébriques

1.1 Généralités

1. Les polynomes X2 — 2 et X% — 1 annulent respectivement v/2 et ¢"™/3 dont ces nombres

sont des entiers algébriques.

Le polynome X3 —2 est irréductible dans Q[X]. En effet, comme il est de degré 3, il aurait

sinon une racine rationnelle, nécessairement v/2. Or, ce nombre n’est pas rationnel. Si
a

V2 s'écrivait 7 avec a,b € N*, on aurait 2b® = a® et donc 1+ 3v5(b) = 3ve(a) (ot o

désigne la valuation dyadique), ce qui est absurde. Ainsi, X 3 _ 2 est unitaire irréductible
et divisible par le polynéme minimal de v/2 : il est donc égal a ce polynéme minimal.
On peut encore écrire em/3 = —j2 et on sait que 1+ 7 + j2 = 0. Donc, e'™/3 est aussi
racine de X? — X 4+ 1. Ce polynome est irréductible sur Q[X] car il n’a pas de racine
réelle ; c’est le polynéme minimal de /3.

2. Notons @ = V2 +4. Ona (o —v2)? +1 = 0, donc o — 2v/2a + 3 = 0. Ainsi,
o? + 3 = 2v/2a, donc en prenant le carré :

at =202 +9=0.

Ainsi V2 + est un entier algébrique et son polyndéme minimal divise X 4_2X249. On
factorise ce polynome dans R[X]. Comme V2 — i est aussi racine de X* —2X?% 4+ 9, on
peut le factoriser par (X —v/2—i)(X —v2+i) = X2 —2v2X +|[vV2+i|? = X?—2v2X +3.
On peut deviner qu’on a la factorisation :

X —2X2 49 =(X?-2V2X +3)(X? +2V2X +3),

ce qu'on vérifie en développant. Les deux facteurs de droite sont de discriminant
strictement négatif, donc sont irréductibles dans R[X]. Ainsi, ce sont les seuls diviseurs
de degré d € [1,3] de X* —2X?2 + 9 dans R[X]. Comme aucun n’est dans Q[X] (v2
étant irrationnel), X4 — 2X?% + 9 est irréductible dans Q[X]. Donc, c’est le polynome
minimal de «, par le méme raisonnement que pour v/2.

3. Si P, € Z[X], alors « est annulé par un polynéme unitaire dans Z[X], et donc « est un
entier algébrique.
Pour l'autre sens, notons () un polynéme unitaire de Z[X] annulant a. On sait que
P, et @ sont dans Q[X] et que P, | Q. On écrit Q@ = RP,, avec R € Q[X]. On peut
multiplier P, et R par des entiers Np et Ni pour obtenir des polyndémes & coeflicients
entiers, de contenu égal & 1 (quitte & diviser par le pged des coefficients des nouveaux
polynomes). On a alors : NpNgrQ = (NpP,)(NrR).
En prenant le contenu dans cette égalité, on a ¢(NpNr@) = 1 ; mais comme Q € Z[X],
tous les coefficients de NpNgr(Q sont divisibles par NpNpg ; nécessairement Np = 1 et
Ng = 1. Et donc P, € Z[X].
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. On a |w| = ———— =1, donc w € U. Si w était une racine de l'unité, w serait annulé

par un polynéme de la forme X™ —1, donc serait un entier algébrique, dont son polyndéme
minimal serait & coefficients entiers, par la question précédente.

Or, (5w — 3)2 + 16 = 0, donc w annule 25X2 — 30X + 25, donc aussi X2 — gX + 1.
Ce polynome est le polynéme minimal de w : il est unitaire, de degré 2, a coefficients
rationnels et w ¢ Q. Comme il n’est pas a coefficients entiers, w n’est pas un entier
algébrique, et donc pas une racine de 'unité.

. Pour tout k € [0,d — 1], on a

ap = (—1)dik Z Oy oo Oy

1<y < <ig_<d

. Par la formule du binéme de Newton,

0=(1+(-1)'= ) <Z> —OZ

0<k<d <k<
k=02] k=11[2]
de sorte que Z 49 _ Z 4 _ 2971 (car la somme des deux vaut 2%). Si
k k '
0<k<d 0<k<d
k=02] k=1[2]

d
i € [0,d], le coefficient <> apparait dans une des deux sommes (de termes positifs).
i

d
Donc, on a en particulier <> < 4=t
i

. Soit k € [0,d — 1]. D’apreés la formule de la question 6 et I'inégalité triangulaire, on a

|a| < > oy [ - ey |-

1<i1 < <ig_p <d

d
Chaque terme |, | ... |y, , | peut étre majoré par H max(1, |a;|) = M(P). Commeily
i=1
d d s d d—1
al, )=\, termes dans la somme, on en déduit |ax| < f M(P) <27 M(P),
par la question précédente.
Cette inégalité est vraie pour tout k € [0,d — 1] et aussi pour k = d car ag = 1 et que
M(P) > 1 ; on en déduit que h(P) < 2d*1./\/l(P), ce qui conclut.

. Soit P € P, 4. Notons d son degré. Si d = 0, alors P = 1 (un seul polynéme). Si
d > 1, alors h(P) < 277 *M(P) < 2" ' A. Donc, tous les coefficients de P sont en valeur
absolue majorés par 2" 1 A. Comme ces coefficients sont entiers, il n’y a qu’un nombre
fini de possibilités.
Donc, Py, 4 est fini.
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9.

10.

11.

12.

Théoréme de Kronecker

Montrons déja I'unicité. Si (F,G) et (F',G’) conviennent, on a (F — F')(X?) = X (G’ —
G)(X 2). Le membre de gauche ne fait intervenir que des puissances paires de X, celui
de droite que des puissances impaires. Donc, les deux sont nuls. Ainsi, pour tout x € Z,
(F — F')(2*) = 2(G' — G)(«?®) = 0. En particulier, F — F' et G — G’ s’annule en une
infinité de valeurs ; donc ils sont nuls : F' = F' et G = G'.

d Ld/2] ' L(d—1)/2] '
Pour l'existence, on écrit P = Zaka = Z an X% + X Z a2i+1X2’. Ainsi,
prt , 5
Ld/2] ' [(d-1)/2] ‘
F = Z au X' et G = Z a9; 11 X" conviennent.
i=0 i=0

Soit x € Z. On a
F%(2?) — 2°G?(2%) = (F(2?) — G (2?))(F (2?) 4+ 2G(2?)) = P(2)P(—x).

Or P = H — «;). Donc, pour tout x € Z,

d d
F2(a?) - 22G2(?) = [[ (& — as)(—2 — @) = (-1 [ (22 - 02).
i=1 i=1
Ainsi, les polynomes F? — X G(X7) 2 et ( d H ) coincident sur tous les carrés

parfaits, donc sur une infinité de valeurs. Ils sont donc égaux.

(a) Notons d < n le degré de «, P, le polynome minimal de «, a1, ..., aq ses racines
(avec p. ex. ag = «). Par la question 3, P, € Z[X]. Par la question précédente, le

d
polynoéme H(X —a?) est a coefficients entiers (puisque F et G le sont). Comme ce

i=1

polynome est unitaire, dans Z[X|] et annule a?, a? est un entier algébrique. Comme
ce polynome est de degré d et qu'il est divisible par le polynéme minimal de o2, le
degré de a? est inférieur a d.

(b) On garde les notations de la réponse précédente. Comme le polyndéme minimal

d

de o divise H(X — a?), I'ensemble de ses racines est contenu dans I’ensemble
i=1

{a2,...,a%}. Si on suppose que tous les o Verlﬁent la] < 1, on a aussi |af| =

a;l? S 1 pour tout i. Et donc, les conjugués de o sont tous de module < 1.
jug

Par récurrence immédiate, en utilisant les deux questions précédentes, on sait que pour
tout k € N, o est un entier algébrique de degré inférieur a d (le degré de «) et dont
tous les conjugués sont de module < 1. Ainsi, ./\/l(P%k) = 1 pour tout k£ et donc tous
les P%k sont dans Pg 1. D’aprés la question 9, cet ensemble est fini, donc ’ensemble des
racines des polynémes de cet ensemble aussi.

2£72k

Ainsi, on peut trouver k # £ > 1 tels que o =a?". On en déduit que « =1, donc

que « est une racine de 1'unité.
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13.

14.

15.

16.

17.

Nombres de Pisot-Vijayaraghavan

On note f la fonction définie sur R par f(z) = 2> — 2 — 1. Elle est dérivable de dérivée

f'(x) = 322 — 1. Donc, f est strictement croissante sur | — oo, —1/v/3], strictement
décroissante sur [—1/v/3,1/v/3] et strictement croissante sur [1/v/3,+oo| (Faire un

tableau de variations).

2
Ona f(—1/v3) = ——=—1 < 0. Donc, f ne s’annule pas sur | — oo, 1/v/3]. Et f s’annule

3v3
une unique fois sur [1/v/3, 400 : elle s’annule car f(1/v/3) < 0 et Emf = 400 ; une
o

seule fois par stricte croissance.
De plus, comme f(1) = —1, la stricte croissance permet de préciser que le point
d’annulation est strictement supérieur a 1.

Par définition, ¢ est racine de X — X — 1 donc 9 est un entier algébrique. Ce polynéme
est irréductible dans Q[X]. En effet, comme il est de degré 3, il aurait sinon une racine

a

rationnelle 3 avec aAb=1. On aurait a® —b%*a —b> = 0. Donc, a | b et b | a®>. Comme
a

a et b sont premiers entre eux, ceci implique que a = £1 et b = £1. Donc, 7= +1 ;

mais ni 1, ni —1 ne sont racines de X® — X — 1.

Les conjugués de 9, autres que 1, ne sont pas réels par la question précédente. Ce sont
donc deux nombres complexes conjugués (car X 3 _ X —1 est a coefficients réels) z et Z.
Par formule de Viéte, on a ¢2Z = 1. Comme ¢ > 1, |2|? < 1. Ainsi, |2| = |7] < 1.
Donc, ¥ est un nombre PV de degré 3.

Par les formules de Viéte, on sait que
P=X%— X1 4. 4 (-1 oy 1 X + (=1)%0y.

Pour i € [1,d], on évalue en z; pour obtenir la formule annoncée (puisque P(z;) = 0).

p—

Soit p > d. On multiplie la relation de la question précédente par x; d pour obtenir :

:vf —oxPh ey (—l)d_lad_lxp7d+1 + (—1)dmpfd,

i i
pour tout i € [1,d]. On fait la somme de ces relations pour i € [1,d] et on obtient :

Sp—01Sp 14+ (1) 04-1Sp—a1 + (—1)?04S,—a = 0.

On procéde par récurrence forte sur p € N.

e Initialisation. On remarque simplement que Sy = d.

e Hérédité. Soit p € N* tel que Sy, € Z, pour tout k € [0,p — 1].
Sip <d-—1, larelation admise donne :

Sy = 1Sy 1+ + (—1)ap 181 + (— 1) po,,

Les ), apparaissant & droite sont des entiers par hypothése de récurrence ; les o;
sont aussi des entiers car ce sont au signe prés les coefficients de P. Donc, S, € Z.
Si p > d, on utilise la relation de la question 17. On a

Sp = Jlsp—l +-+ (_1)dad—15p—d+l + (_1)d+1ad‘9p—d-

4



L’argument est alors le méme : les S; & droite sont entiers par hypothése de
récurrence ; les o sont aussi entiers. Donc, S, € Z.
Ceci conclut la récurrence.

18. Soit @ un nombre PV. On note ay,...,aq les racines de son polynéme minimal, avec
a1 = a. Par hypothése, on a donc |ag| < 1, pour tout k € [2,d].
d

n
Notons S,, = ZOcZ =a" + Zaﬁ. Par la question précédente, S,, € Z. De plus, la

k=1 k=2
d

somme Z ag, tend vers 0 quand n — +oo car tous les o sont de module strictement
k=2

inférieur a 1.

Pour tout n € N, comme S,, € Z, on a

0<d(a",Z) <|a" — S,

donc par encadrement d(a™,Z) — 0, quand n — +o0.



2 Automorphismes d’algébre de L(F)

1. Par définition, A est D'intersection de GL (£(E)) et de 'ensemble des automorphismes
d’anneaux de L(F). Ce sont deux sous-groupes du groupe des permutations de L£(E).
Donc, A est un groupe, comme intersection de ces deux sous-groupes.

On n’a pas vraiment montré en cours que si A est un anneau, l’ensemble des automorphismes
de cet anneau est un groupe pour la composition. Le refaire rapidement pour étre sir.

2. On vérifie successivement que :
e ¢u(idg) =u ' oidgou =idp ;
e Sif,ge L(E),
Su(9)0u(f) = (v gu)(u™ fu) = u™ (g f)u = du(gf);
e Sif,ge L(E) et si o, B €K,

$ulaf + Bg) = u™H(af + Bg)u = au™ fu+ fu” gu = agu(f) + Bu(g),
par distributivité dans 'anneau L(E).
De plus, ¢, est bijective, d’inverse ¢,-1. Donc, ¢, € A.

3. Comme p;, est un projecteur, on a pz = pr. Comme ¢ est un morphisme d’anneaux, on
a ¢(pr)? = é(p}) = d(pr). Par caractérisation des projecteurs, ¢(pg) est un projecteur.
Comme ¢ est injective et que py est non nul, ¢(pg) est non nul aussi.

4. Soient uq, ..., uy, respectivement dans Fi, ..., Fx. On suppose que uy + -« - + u, = 0.
Comme chaque uy est dans FJ, on a l’égalité up = ¢(px)(ug), donc

> é(pr) (wg) = 0.
k=1

Soit i € [1,n]. En prenant 'image de la relation précédente par ¢(p;) et en utilisant la
linéarité et le fait que ¢ est un morphisme d’anneaux, on a :

0= Z d(pi) o d(pr) (ur) = Z & (pr o pi) (ug).
k=1 k=1

Or, px op; = p; si k =i et 0 sinon. On a donc, pour tout i, u; = ¢(p?)(u;) = 0. Donc,
les F}. sont en somme directe.

n

On en déduit que Zdim Fy = dim(F) 4+ --- + F,) < dim E = n. Comme les F} sont
k=1

non nuls, chaque dim F}, vaut au moins 1 ; donc nécessairement dim Fj = 1, pour tout

k.

n

On a montré que les Fj, étaient en somme directe et que Zdim F;, = dim E. Donc,

" k=1
E =P F..
k=1



10.

Comme (eq,...,e,) est une base de E, il existe une unique application linéaire u € L(E)
telle que u(ex) = fr pour tout k. D’aprés la question précédente, (f1,..., f,) est une
famille libre car chaque f; est un vecteur non nul de Fj et que les F} sont en somme
directe.

Comme u envoie une base sur une famille libre, u est injective. Comme c’est un
endomorphisme de E de dimension finie, u € GL(E).

Soit k € [1,n]. On a ¥ (pr) = u' o ¢(py) ou. Soit i € [1,n]. Sii=k,
D(pr)(e) = u™" o lpr)(fi) = u™'(fi) = es.

Et si i # k,
b(pr)(er) = u™t o d(pr)(fi) = u~'(0) = 0.

Ainsi, ¥(py) coincide avec py sur la base (eq,...,ey). Ils sont donc égaux.

Soient, pour 7, j € [1,n], des scalaires o ; tels que Z a;jfi; =0.

(2%]
Soit k € [1,n]. En évaluant en e, on a Z o ;fij(ex) = 0, donc Z ayje; = 0. Comme
i,J J
(e1,...,ep) est une base de E, tous les oy, ; sont nuls. Comme c’est vrai pour tout k, la

famille (f; ;) est libre.
Comme elle est constituée de n? éléments et que dim £(E) = n?, c’est une base de L(E).

Soient 4, j distincts dans [1,n]. Onapjof;;(e;) = pj(e;) = e; et pjo fii(ex) = p;j(0) =0
si k # i. Donc, pjo f; j coincide avec f; ; sur la base (e1,...,e,). Comme pjo f; ; = fi ;.
De méme, f; j opi(e;) = fij(ei) =ej et fijopi(er) =0sik #i. Donc, f;jop; = fij.

Soient i # j € [1,n]. Comme pjo f; ; = fi; et que ¥ est un automorphisme d’anneaux,
on a aussi ¥(p;) o ¢(fi;) = ¥(fi;), donc pj o (fi;) = Y(fij)

De méme, on a ¢(f; ;) op; = ¥(fi;). Pa la premiére égalité, I'image de ¢(fi;) est
incluse dans I'image de p;, c’est-a-dire dans D;. Par la deuxiéme égalité, le noyau de
fi,j est inclus dans celui de p;, c’est-a-dire dans @ Dy.. 11 existe donc «; ; € K tel que

ki

¥(fij)(ei) = a;je; ; et pour tous k # 1, ¢(fi7j)(e;f) = 0. Donc, comme (eq,...,ey) est
une base de E, on a ¢(fi ;) = a; ;(fi;). Comme f; ; est non nulle et que 9 est injective,
on a aussi a;; # 0.

On constate que fji o fij = fik sii,j,k € [1,n] (calculs similaires & la question 8). En
prenant I'image par ¢, on a aussi a; o ;fijx o fij = ®irfir. Comme f;} est non nul,
on en déduit que o ja,p = a;.

En notant d~! = (dl_l, o d ) ona vg o vq-1 sur la base (eq,...,ey), donc sur E.
Ainsi, vq € GL(E).
Calculons maintenant 'image des p; et des f; j par un ¢,,. Soit ¢ € [1,n]. On a

Guvg(Pi) = vg-1 © P; 0 Vg.

En évaluant en ey, on trouve que ¢y, (p;)(er) = ey sii = k et 0 sinon, donc ¢y, (p;) = p;.
Soient i # j € [1,n]. On a

Gug(fij) = vg-1 0 fijova.

7
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d;
En évaluant en ey, on trouve que ¢y, (fij)(ex) = 0 si k # i et ¢, (fij)(es) = 7.6

J
Ainsi, ¢y, (fij) = Z;fw On aura donc 9 = ¢, ssi a;j = Z;, pour tous i # j.

On pose d; = a1 pour tout i € [1,n]. Alors, pour tous i,j € [1,n], i ; = 101, =
ai,lajjll = 3; On a utilisé que aj101,; = oj; = 1, la derniere égalité venant de ce que
fij = pj et que ¥(p;) = pj. Ainsi, d convient.

On en déduit que ¢ = (¢,) Lo Gug = Gu-1ovy, Par un calcul immédiat.
Ainsi, tout ¢ € A s'écrit ¢, pour un w € GL(FE). La réciproque a été montrée a la
question 2 ; donc A = {¢y,, w € GL(E)}.



3 Corps engendré par un nombre transcendant

1. Comme « est transcendant, Q(a) # 0 si @ € Q[X]\ {0}. Donc Q(«) est bien défini
P(a)
Qa)’
P,Q € Q[X], @ non nul. On peut écrire P = PI(PAQ) et Q = Q1(P A Q), et alors P
Pa)(PAQ)(e) _ Pi(a)

(pas de division par 0). Par définition, un élément § de Q(«) peut s’écrire avec

et (1 sont premiers entre eux. De plus, § = = . Donc, 8 peut
_ _ Qu(@)(PAQ) ()  Qi(a)
bien s’écrire sous la forme annoncée.
P R
2. Soient z,w € Q(«a), soient A\,u € Q. On peut écrire z = (@) et w = ﬂ, avec

P,Q,R,S € Q[X], R, S # 0. Alors,
AP(a)S() + pR(a)Q(a) _ (APS + pRQ)()

o Mz + pw = Q(Oé)S(Oé) - (QS)(@) € Q(a) ;
o PR o

@S)(a) <A
e siz#0, P#0 (car o transcendant) et é = ggz;

P(a)
Q(a)
Ceci montre que Q(«) est un sous-espace vectoriel de C (vu comme Q-ev) et un sous-corps
de C (la stabilité par somme est un cas particulier de la linéarité).

e 1 cQ(a)carl= , en prenant pour P et @ les polynémes constants a 1.

3. Soient q1,...,q € Q deux a deux distincts, A1,..., A € Q, n € N et ug, ..., un € Q tels

que
T n )
Z MieBg + Z/Liaz =0.
k=1 =0

On doit montrer que les A\; et mes p; sont tous nuls.
On multiplie la relation par le produit des (o — gx). On obtient :

> A ]fe—a)+](a@—a) ) pma’=o0.
k=1 =0

k=1  (+k

T

Le membre de gauche est I’évaluation en o du polynéme P = Zz\k H(X — q) +

k=1  (£k
T

n
H(X — qk) ZuiXi € Q[X]. Comme « est transcendant, on a P = 0, donc
k=1 i=0

Y IX =)+ [[(X —aqr)d X' =0.
k=1 1=0

k=1  (£k

On fixe j € [1,7] et on évalue cette relation en ¢g;. On obtient : \; H(qj —q) = 0,
i)



n
donc A; = 0, pour tout j. En reportant dans la premiere égalité, on a donc Z piod =0
i=0
; donc les p; sont tous nuls, par transcendance de «.
. Comme ¢ est un morphisme de corps, c¢’est en particulier un morphisme du groupe additif

(Q(e),+). En particulier, il préserve les itérés additifs de 1 et donc Vn € Z, ¢(n) = n.

SinQ,onpeutl’écrireq:%avecaGZetbeN*. Ona¢(q)—ziz))—z—q

Finalement, si z,w € Q(«) et si A, u € Q, on a

Az + pw) = ¢(A)(2) + d(p)d(w) = Ap(2) + po(w).

La premiére égalité vient de ce que ¢ est un morphisme de corps et qu’on peut avoir A
et p comme des éléments de Q(«) ; la deuxiéme, de ce qu’on a dit ci-dessus. Donc, ¢
est un automorphisme linéaire de Q(«).

d d
. Soit P € Q[X], écrit P = Zkak. On a P(a) = Zpkak. En prenant 'image par ¢

k=0 k=0
et en utilisant les propriétés de morphisme (de corps et linéaire) :

d d
o(P(0) = 3 pro(@) = 3 pi8t = P(B).
k=0 k=0

En particulier, si P est non nul, alors P(«) aussi (transcendance de «), donc ¢(P(«)) =
P(p) aussi (car ¢ est injective), donc [ est transcendant.

Si on considére aussi @ € Q[X] \ {0}, on a de méme ¢(Q(a)) = Q(B). Donc, par
propriété de morphisme de corps :

o(FD) - 8Ete) _2(0)

Qla))  d(Qa)  Q(B)
. o P(a) -
. Par hypothése, ¢ est bijective. On note v = m Pantécédent de a par ¢. Alors, par
o
P(p)

la question précédente, o = Par la question 1., on peut de plus supposer P et @)

QB

premiers entre eux.

. On a P(B) = aQ(B). Donc,

d d
Y piF=ad abt
=0 k=0

A
On remplace par 'expression de 8 = BEO{; et on multiplie par B (a)d. On obtient :
Q
d ' ' d
> piA(@) Bla)' = o' aeA(e) Bla)
j=0 k=0
d A ' d
Ainsi, le polynome ijAJBd_J — XE:qkAde_lC s’annule en . Comme « est
j=0 k=0

transcendant, ce polynéme est nul ; on obtient 1’égalité annoncée.

10
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11.

Dans 'égalité précédente, A divise tous les termes sauf ceux pour j = 0 & gauche et
k = 0 a droite. En isolant ces deux termes, A doit diviser leur différence qui vaut
poB? — X B* = (po — qoX)B".

Comme A est premier avec B, il est aussi premier avec B, Par le lemme de Gauss, A
divise donc pg — ¢pX. Ce polyndéme est de degré 0 ou 1 : en effet, comme P et () sont
premiers entre eux, ils ne s’annulent pas tous les deux en 0 et donc I'un au moins des
rationnels pg, go est non nul. Donc, A est aussi de degré 0 ou 1.

De méme, B divise tous les termes dans la relation de la question 7, sauf peut-étre
les derniers de chaque somme. En faisant la différence, on en déduit que B divise
paAd — X qgA? = (pg — ¢4 X)A%. Comme B est premier avec A, il divise pg — ggX. Par
définition de d, 'un au moins des coeflicients pg, g4 est non nul. Donc, B est de degré 0
ou 1.

On peut donc écrire A =aX +bet B=cX +d avec a,b,c,d € Q et (¢,d) # (0,0). De
plus, comme A et B sont premiers entre eux, ad — bc # 0.
Ala)  aa+b

Final t, 8= = .
inalement, (3 Bla)  catd

b
Soient a,b,c,d € Q tels que ad — bc # 0. On note 8 = ao+
ca+d

P(a)) _P(g)
Q) ~ Q)

Notons déja que ¢z est bien définie. Sion a une égalité

. On définit ¢g de Q)

dans Q(«) par ¢g <
Pla) _ Pi(o) _
Q(Oé) - Ql(a) y alors, P(Q)Ql(a) -
Pi(a)Q(«), done le polynéme PQq — P1@ s’annule en . Comme « est transcendant,
ce polynéme est nul, donc s’annule en 5 ; on a donc P(8)Q1(8) = Pi(B)Q(S) et donc
PB) — Pi(B)

Q(B) ~ Qu(B)

effet, si on avait un polynéme non nul s’annulant en 3, on obtiendrait un polynéme non
nul s’annulant en «).
Par des calculs analogues & ceux de la question 5, on montre que ¢ est un morphisme
da—b
X
ad —bc —ca+a

(les dénominateurs ne s’annulent pas car  est transcendant aussi ; en

, on vérifie par un calcul direct que

de corps de Q(«). Si on note v =

os(y) = 7 1 2 X dﬁﬁ__i_b = «. On peut définir de méme le morphisme de corps de
ad —bc —cf+a
Pa P o
Q(a), ¢ : <ani> = QEX On a donc ¢g o ¢ (o) = ¢g(y) = a. Ainsi, ¢g o ¢, est un

morphisme de corps envoyant « sur . Toujours par le méme calcul, il envoie tout P(«)
sur lui-méme ; et donc tout élément de Q(«) sur lui-méme.

Finalement, ceci montre que ¢g est un automorphisme de corps de Q(«) (il est surjectif
par Pargument qui précéde et injectif car ¢’est un morphisme de corps).
Réciproquement, la question 10 montre que 'image de o par un automorphisme de corps

b
doit étre de la forme aaid, avec ad — bc # 0. Et par la question 5, ¢ vaut alors ¢g.
co
ac+b
a+d’

Ainsi, les automorphismes de corps de Q(a) sont exactement les ¢, pour § =

ou a,b,c,d € Q sont tels que ad — be # 0.
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