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DM 15 - Matrices a coefficients entiers — Corrigé

1 Généralités et exemples

1.

e U, (Z) contient la matrice I,,, élément neutre de .4, (Q) ;

* Si A=(aj )i jet B=(b;;);;sontdans ./, (Z), alors A— B = (a; ;- b; j); j aussi.

e Deméme, AB =

n
Z ai,jbj,k) estdans .4, (7).
j=1 ik
Donc .#,(Z) est un sous-anneau de .4, (Q).

11 . . . 1 -1
On note A = ( 0 1). Elle est inversible d’inverse ( 0 1 ) donc A € GL(Z). De plus, pour

1
toutkeN,Ak:(O

distinctes dans GL(Z) ; en particulier GL,(Z) est infini.

kY . . o . N
1 (récurrence immédiate). Donc, les puissances AF sont deux a deux

On généralise pour GL,(Z) en considérant A = I, + E; » (matrice de transvection). Alors A
est inversible d’'inverse I,, — Ej » et pour tout k€N, Ak = I+ kE .

Légalité M™ = I,, se réécrit M x M™ 1 = M™ 1M = I,,. Donc, si M™ = I,,, M est inversible,
d’inverse M 1.

Linclusion GL,(Z) c #,(Z) est vraie par définition. De plus, si A € GL,(2), il existe B €
M (Z) tel que AB = BA = I,. En particulier, A, B € 4,(Q) donc A € GL,(Q). Donc, GL,(Z) c
GL,(@Q) Nty (2).

1
La matrice A = 21, est dans GL,(Q) N .4,(Z) (son inverse est Eln)' Comme l'inverse de A

n'est pas dans 4, (Z), A ¢ GL,(Z).

On suppose A = (? b) € M (7). SidetA = ad— bc = =1, on sait que A est inversible (dans

d
1 d -b d -b
-1 = =4+ . i =4+ .
GL,(Q)) etque A T De (—c a ) + (—c a ) Dongc, sidetA=+1, A€ GLy(2Z)
d
Réciproquement, si A€ GL,(Z),onadetAe Z et detA™'€Z. OrdetA™! = a -
ad—bc ad — bc

—¢ b ad - be 1 Donc detA est un entier, dont I'inverse est entie
= = ) n u ier, invi ier.
ad—-bcad—-bc (ad-bc)? detA
Donc detA = +1.

Remarque : plus généralement, si A, B € #,(Z), det(AB) = det(A)det(B). On généralisera...

Matrices de permutation.



(@

(b)

Comme P, est une matrice avec uniquement des coefficients 0 et 1, elle appartient a
My (Z). Pour montrer que P; € GL;(Z), il suffit de montrer que Py P,-1 = Py-1 Py = I,

Cela résulte de I'égalité : Vo, 7 € .4, Pyor = Py Py, montrée a la question suivante.

Montrons que Vo, T € %, Pgor = P5P;. Soient 0,71 € .%,. Soient i, k € [1, n]. On calcule

n
[PoPrlik =) [PolijlPrljk
j=1
n

=Y 8io(hbjrh)
j=1

=000k

Donc, Vi, k € [1,nl], [Py Pl k = [Poorli k- Donc Py P = Pyor. En prenant v = 0_1, cela
montre que Py estinversible d’inverse P,-1 (laissé en suspens a la question précédente),
donc P, € GL,(2). Donc, ¥ : ¥, — GL,(Z) est un morphisme de groupes.

Pour montrer que ¥ est injective, on étudie son noyau. Si une permutation o € .%, est
dans Ker ¥, alors P, = Iy, donc Vi, j € [1,n], §; 4(j) = 6;,j. En prenant i = j, on obtient
queVjell,n], 6]',0(]) =1, c’est-a-dire o(j) = j. Donc o =idp ). Donc Ker ¥ = {idyy, 1},
donc V¥ est injective.

7. Groupe diédral D,,.

(@

(b)

(9]

(d)

Par définition, D, est une partie de GLg(C) et elle contient clairement id¢.

Soient g, f € Dy,. Légalité f(H) = H donne f~(H) = H en prenant I'image par f ! des
deux membres. Donc, go f~!(H) = g(H) = H. Soient z, w € C. En notant u = g1 (z) et
V= g_l(w), onalg(u)—gw)|=|u—-vl|,donc

lz—wl=lu—vl=|fw)—fW)|=fog (2) - fog  (w)l.

Dong, fo g_1 € Dy, donc Dj» est un sous-groupe de GLg(C).

Soit f € D1,. Comme 1,a € H et que f(H) < H, f(1) et f(a) sont dans H. De plus,
If(@) - f)] = |la—1] =3 -1| = 2sin(z/6) = 1. 1l est clair géométriquement (et on
peut justifier par le calcul) que deux de H a distance 1 sont consécutifs.

Montrons d’abord I'injectivité. Si f et g sont dans Dy, et vérifient f(1) = g(1) et f(a) =
g(a), alors f = g. En effet, (1, a) est une base du R-espace vectoriel C ; donc f et g sont
déterminés par ce qu’elles valenten 1 et .

Montrons la surjectivité. On consideére r la rotation de centre O et d’angle 7/3 ; s la
symétrie axiale par rapport a 'axe des abscisses. On montre rapidement que r et s
sont dans D, ; comme D, est un groupe, il contient les éléments r’ et r’ o's, pour
i € [0,5]. En considérant les images de 1 et @, on constate que ces 12 éléments sont
distincts. Comme il y a 12 paires de sommets consécutifs dans H, on a nécessairement
la surjectivité annoncée).

Par ce qui précede, D, est de cardinal 12. Il contient 6 rotations (dont I'identité) et 6
symétries axiales (3 axes passant par les sommets opposés ; 3 par les milieux des cotés
OppOsés).



(e) Avec les notations de la questionc),onar(l)=aetr(@) =a’=a—-1;s(1) =1, s(a) =
—a+1. En notant R et S les matrices de r et s dans la base e, on adonc:

0 -1 1 1
n=" es=[2 1)
Ainsi, R et S sont dans GL,(Z) (elles sont a coefficients entiers et déterminant 1 ou —1)
; comme on a vu que r et s engendraient Dy, et que GL,(Z) est un groupe, 'application
f — Mate(f) envoie bien D, dans GLy(Z). C’est un morphisme de groupes par restriction
et corestriction de’application f — Mate(f) de GLgr(C) dans GL, (R). Enfin, cette application

est injective car le morphisme précédent de GLg(C) dans GL, (R) est un isomorphisme
de groupes.

2 Ordre des éléments de GL,(2Z)

8.

9.

10.

11.

Notons A = (? b). OnadoncTrA=a+d etdetA=ad—- bc. On calcule :

d

ya(A) = A2 — (Tr A) A+ (detA) I

2
ac+bc ab+bd)—(a+d)(f: Z)+(ad—bc)(l 0)

ac+cd bc+d? 0 1

0 0
XA(A)—(O 0).

Il existe V € 1 (C) — {0} tel que AV = AV ssiil existe V € 4> 1 (C) — {0} telque (A-AL)V =0
ssi (A— AL,) est non inversible.
C’est équivalent a det(A— A1) = 0. Or,

det(A—AL)=(a—-A)(d—-A)—bc=A*>—(a+d)A+ad-bc=ysA).

Donc A estracine de y 4 ssi il existe V € 45 1(C) — {0} tel que AV = AV.

On considere donc un tel V. On a AV = AV, donc par récurrence immédiate : Akv = Ay,
pour tout k € N. En particulier, pour k=m: V= AV = A™V. Comme V est non nul, ceci
implique A" = 1.

La trace de A est un entier car A € .#>(Z). De plus, comme y 4 = X? - (TrA)X + detA, Tr A
est la somme des deux racines (éventuellement confondues, éventuellement complexes) de
1 4- Or, la question précédente, montre qu'une racine de y 4 est une racine de I'unité, donc
de module 1. En notant A4, 1, les racines de y 4, on a donc:

[Tr(A) = 1A + 2| = [A1] +[A2] = 2.
DoncTrAe[-2,2].

Comme A € GL,(2), on sait que detA = +1. De plus, on vient de montrer que Tr A € [-2,2].
On distingue maintenant selon le nombre de racines réelles de y 4.

* Si x4 a une racine réelle double, celle-ci est 1 ou —1 d’aprs la question précédente. Et
alors y 4 = Py ou Ps.



12.

13.

* Si y4 a deuxracines réelles distinctes, ce sont nécessairement —1 et 1 et y 4 = Ps.

* Si y4 n'a pas de racines réelles, ses racines sont complexes conjuguées. Notons-les A et
A.Alors |[TrAl = A+ Al <|A|+]|A|=2donc TrA=+1etdetA=AA=1.Donc ys = Py, P5

ouPG.
On pose :
1 0 1 0 0 -1
Al—IZ—(O 1), As—(o _1), As—(l 1),
0 1 0 -1
* Ay=-1I; A4_(—1 0)’ AB_(I —1)'

En calculant trace et déterminant, on constate que pour chaque i € [1,6], y 4, = P;. Etchaque
A; € > (Z). 1l suffit donc de montrer que chacun des A; est d’ordre fini. Des calculs rapides
montrent que 'ordre de A; est 1;1’ordre de A, et A3 est 2 ;'ordre de A4 est 4 ; 'ordre de As
est 6 et 'ordre de Ag est 3.

Soit A € GL,(Z) une matrice d’ordre fini, noté m. On a donc A = I,. De plus, on sait que
14(A) =0 et on sait que y 4 est!'un des 6 polyndmes énumérés précédemment. On raisonne
selon la valeur de y 4 :

e Siya=Pi,ona(A-1?%=0.0r,

A= ((A-D+D" =Y 'Z (A-D¥=I+m(A-D.
k=0

On en déduit donc, comme m =1, que A—I1=0,donc A= I, et Aestd ordre 1.
* Demeéme, si y 4 = P», on montre que A= —1.
e Siys=P30na A? - I, =0, donc A est d’ordre fini divisant 2 (en fait 2).

e Siya=PsonaA’+L=0.Donc A* - I, = (A% + I,)(A®> - I,) = 0. Donc A est d’ordre fini
divisant 4 (en fait 4).

¢ Si ya = P5, on montre que A® = [,. En effet,

X 1=X- DX+ X+ ) =X -DXP- X+ D(X*+ X +1).

Donc, comme y4(A) = 0 et que X° — 1 est factorisable par y 4, A% — I, = 0. Donc A est
d’ordre fini divisant 6 (en fait 6).

* Si ya = Ps, on a de méme (en plus simple) :
A-L=(A-L)(A*’+A+DL)=0,
donc A3 = I, et A est d’ordre fini divisant 3 (en fait 3).

Remarque : il y a une différence de traitement entre les deux premiers cas et les autres. Pour
les 4 derniers cas, il suffit de connaitre y 4, pour montrer que A est d’ordre fini. Pour les deux

. . 11 R R e
premiers, ce n'est pas suffisant puisque I, et ( 0 1) ont le méme polyndme caractéristique,

mais que les deux matrices ont respectivement un ordre égal a 1 et a I'infini. Ceci sera plus
clair I'an prochain, avec I’étude de la réduction des endomorphismes.



3 Sous-groupes finis de GL,(2)

14. (a)

(b)

(9]

(d)

On note r le minimum des valuations p-adiques des coefficients de M — I, (comme
M # I, M—I,, aau moins un coefficient non nul et donc r est fini). Par hypothese, r = 1.
Onnote N=p~"(M—1y). On a N € ./y,(Z) (car tout coefficient de M — I, est divisible
par p") et N ¢ p.#,(Z) (car au moins un coefficient de M — I,, n’est pas divisible par
p"*1). Donc r et N conviennent.

OnaM™ =1, donc

nom

Li=U,+p"N)™=Y [ |p*NE.

k=0 k

(car I, et p” N commutent)
r o [m rk a1k 2r o [m r(k—2) n7k r 2r
Donc,mpN:—Z kp N*=-p Z kp N".Donc mp' N € p= M, (Z).
k=2 k=2

En divisant par p”, onadonc mN € p" ., (Z). Comme N ¢ p.#,(Z), un des coefficients
de N n’est pas divisible par p, donc est premier avec p. Comme m fois ce coefficient
est divisible par p”, p” divise m. En particulier, p divise m.

MH* =1, & MP¥=1, < m|pk < m'| k. Donc M’ est d’ordre m'. On calcule :

M'=MP
=(Ip+ PrN)p

i (P) rk nrk
= p N
=0\ k

p
=L, +p " 'N+ ) (Z)prka
k=2

p
=I,+p™! (N+ Y (z)p’(k_l)_lNk).
k=2

p

4
Onpose N'=N+ ) (’;)pr(’“‘”‘lN’“. Pour k € [2,p 1], p divise (k . Pour k = p, on
k=2

ar(p—1)—-1=2r—-1=1 car p est supposé = 3. Donc, p divise tous les coefficients des
matrices dans la somme. Donc, les coefficients de N’ sont congrus a ceux de N modulo
p. En particulier, N’ € #,,(Z) — pMn(Z) et M' = I, + p" "' N'.

M’ vérifie les mémes hypothéses que M (M’ # I,, d’apres la conclusion de la question
précédente), doncle méme raisonnement donne p | m/, c’est-a-dire p? | m. Enréitérant,
on obtient que pk | m, pour tout k € N. Comme m est supposé = 1, c’est absurde.

Donc M — I, ¢ p At (2).

15. On a ¢(I,) = I, ot I, désigne a gauche la matrice identité de .4}, (Z) et a droite celle de
Mn(ZIpZ).

Soient M, N € .#,(Z). On a:

M +N)=M+N = (mij+1;))i; = M, ;+7))i; =M+N=dM) +PN).



16.

17.

18.

Soient i, ke [1,n]. Ona:

GMN);jx=MN; =Y M=y Mi;xNjf= (MXN) L= ([p(M)P(N)] k-

j=1 j=1 b

Donc ¢p(MN) = $p(M)¢p(N). Donc ¢ est un morphisme d’anneaux.

Comme tout morphisme d’anneaux, ¢ induit un isomorphisme du groupe des inversibles
de 'anneau de départ, vers le groupe des inversibles de 'anneau a I'arrivée ; donc de GL,(2)
dans GL,(Z/pZ).

Soit G un sous-groupe fini de GL,(Z). Alors, ¢ : G — GL,(Z/pZ) est un morphisme de
groupes, par restriction. Soit M € G tel que M € Ker¢. Alors M = I,, (matrice identité a
coefficients dans Z/pZ). Celarevient a dire que M — I, € p.#,(Z). Or, comme M est élément
d’un groupe fini, son ordre est fini. D’apres la question 1., seule M = I, vérifie alors M — I, €
pAy(Z). Donc, Ker ¢ = {I,}, donc ¢ est injective.

Ainsi, G est en bijection avec ¢(G) € GL,,(Z/pZ) c M (Z/pZ). Comme |4, (Z]pZ)| = p”z,
onalG| < p"z. En particulier, |G| < 3"

On commence par compter le nombre de produits xy égaux a0, 1 et 2, avec x, y € Z/3Z. 11y
a9 produits xy ; 5 valent 0 (dés que x ou y estnul), 2 valent 1 (1 x 1 et2x2) et2 valent 2 (1 x 2
et2x1).

Soit alors M = (ccz Z) € M>(Z137). M est inversible ssi detM # 0 ssi ad # bc. Avec le

comptage fait ci-dessus et le principe de soustraction, on compte
3% -5%-22-2%=48

telles matrices. Donc |GL,(Z/37)| = 48.
D’apres la question précédente, il existe un morphisme injectif ¢ de G dans GL,(Z/32).
Alors, |G| = |¢p(G)] et par le théoreme de Lagrange, |¢p(G)| divise | GLy(Z/32Z)| = 48.

2 (11 s a4 22_(2 0 8 42 s
On calcule A- = i 5 , puis A® = (A9)° = 5 > et finalement A® = (A*)° = [,. La derniere

égalité montre que 'ordre de A divise 8, comme A, A? et A* sont différentes de I, cet ordre
est exactement 8.

Considérons maintenant B € GL,(Z) d’ordre fini. D’apres 'exercice précédent, B est d’ordre
1,2,3,4 0u6. Donc ¢3 (B)k = I, pour un k € {1, 2,3,4,6}. Donc, 'ordre de ¢3(B) € GL»(Z/32)
estun diviseur d'un élément dans {1, 2, 3,4, 6}, donc estun élément de {1,2, 3,4, 6}. En particulier,
¢3(B) n'est pas d’ordre 8.

Ainsi, la matrice A ne peut pas étre dans I'image ¢3(G), si G est un sous-groupe fini de
GL2(2). Donc, ¢3(G) est un sous-groupe strict de GLy(Z/3Z). Donc |G| = |¢p3(G)| est un
diviseur strict de 48.



