Electrocinétique — chapitre 3

Circuits du 1° ordre
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# Capacités exigibles

(O Etablir I’équation différentielle du premier
ordre vérifiée par une grandeur électrique
dans un circuit comportant une ou deux
mailles.

(O Distinguer, sur un relevé expérimental, ré-
gime transitoire et régime permanent au
cours de I’évolution d’un systéme du pre-
mier ordre soumis a un échelon de tension.

tension aux bornes d’un condensateur ou cas d'un régime libre ou d'un échelon de
de l'intensité du courant traversant une bo- tension

bine. .
(O Déterminer un ordre de grandeur de la du-

O Interpréter et utiliser la continuité de la : (O Déterminer la réponse temporelle dans le
l rée du régime transitoire.

(O Reéaliser un bilan énergétique.
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2 Electrocinétique — chapitre 3. Circuits du 1¢* ordre
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O E3.8 : Tension RC descendant . . . . . 9+ (O E3.13 : Tension RL montant . . . . . . 13
O E3.9 : Temps de réponse RC descendant 10 | (O E3.14 : Bilan de puissances RL montant 13
O E3.10 : Intensité RC décharge . . . . . 100 ' O E3.15 : Equa. diff. RL descendant . . . 15
Q E3.11 : Equa. diff. RL montant . . . . . LI (O E3.16 : Intensité RL descendant . . . . 15
O E3.12 : Intensité RL montant . . . . . . 127 (O E3.17 : Tension RL descendant . . . . . 16
(O E3.13 : Temps de réponse RL montant 13
() E3.14 : Tension RL montant . . . . . . 13 3 _______| @ Points importants |
O E3.15: Bilan de puissances RL montant 14 i (O E3.1 : Résolution equa. diff. ordre 1 . . 4
O E3.16 : Equa. diff. RL descendant . . . 14 | O E3.2: Bilan de puissance en élec. . . . 7
O E3.17 : Intensité RL descendant . . .. 15 | (O E3.3 : Méthode avec plusieurs mailles . 10
(O E3.18 : Temps de réponse RL descendant 16
(O E3.19 : Tension RL descendant . . . . . 16 3 1 A Erreurs communes

» Implications 3 (O E3.1 : Conditions initiales . . ... .. 10
(O E3.1 : Détermination 7 RC montant . . ) i O E3.2 : Bilan d'énergie RL charge . ... 11
(O E3.2 : Détermination 7 RC descendant 9 |
(O E3.3 : Détermination 7 RL montant . . 12 i

(O E3.4 : Détermination 7 RL descendant 15

On appelle circuit linéaire du premier ordre un circuit électrique dont 1’évolution des grandeurs
électriques est régie par des équations différentielles linéaires & coefficients constants et du premier
ordre. On étudie ici leur réponse & un échelon de tension.
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1. Circuit RC

‘ I Circuit RC

Circuit RC série : charge

— Définition E3.1 : Echelon de tension

Un échelon de tension est montant s’il est de la forme

{u(t<0)=0 i
u(t>0)=F |

et descendant si £ avant et 0 apres.

FIiGURE 3.1

I/A)1 l Présentation

—| @ Définition E3.2 : Circuit RC en charge

<& 1l est constitué d’un générateur idéal de tension en série avec
une résistance et un condensateur idéal.

< On suppose le condensateur initialement déchargé.

¢ At =0, on ferme 'interrupteur.

FIGURE 3.2

I/A)2| Equation différentielle du circuit

| @ Démonstration E3.1 : Equation différentielle RC échelon montant

Avec la loi des mailles, up +uc =F > wp = Ri
d | = Cduc
@RC%JFUCZE et i=Cg
duc 1 FE
& — 4 —ug

it " RC ¢~ RC

| @ Propriété E3.1 : Equation différentielle RC échelon montant

C’est une équation différentielle li-
néaire du premier ordre & coeffi-
cients et second membre constants,
de condition initiale

L’équation différentielle de la tension uc(t) aux bornes
d’un condensateur dans un circuit RC avec un échelon
de tension montant E s’écrit

d 1 E
e o= Z| e
T

T

UC(Oi) e Uc<0+) =0
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Application E3.1 : Dimension de RC

On a [RC] = Q-F. Or,

comme

Montrer, par analyse dimensionnelle, que RC' est homogéne a un temps.

Une équation physique étant homogéne,

1 /A)3| Résolution de I'équation différentielle

[q = [Cul & C=FV | dug v _ E
o F=0CVv! l dt RC RC
& F=AsV! , alors
de plus, [u] = [Ri] &V =Q-A o duc| _ [U_C}
o =V.A! | dt RC
Ainsi, [RC] = Q-F 3 o luc] _ luc]
& [RC] = VAL As V! | ] [RC]
i [RO) =5 m | [RC] = 1] u

— @ Important E3.1 : Résolution équation différentielle coefficients constants

d 1
constant, de la forme el +-y=k:
dt 7

yp<t) =\

On détermine la constante a 'aide des conditions initiales.

Pour résoudre une équation différentielle linéaire a coefficients constants et second membre

On écrit 'équation homogéne associée a ’équation différentielle obtenue.
On écrit la forme générale de la solution de ’équation homogéne.

On recherche une solution particuliére constante de 1’équation générale, de la forme

On écrit la solution générale, somme de la solution particuliére et de la forme générale.

— € Démonstration E3.2 : Tension RC série montant

L’équation homogene est :

duc h 1
I _ — 0
dt + Tuc’h

La forme générale de la solution pour cette équation est :

t

ucn(t) = K exp (—;)

Une solution particuliére avec uc,(t) = A donne

A E
0+ 2=

T T

Donc ue,(t) = E est une solution de I'équation différentielle.
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1. Circuit RC 5

La solution générale est donc

uo(t) = E + K exp (_;)

Les conditions initiales donnent ici

uc(t=0)=0 et uc(0) =K+ E=K=-FE

| € Propriété E3.2 : Tension RC montant

uc(t)

La solution de I’équation différentielle de la tension uc(t) d'un
circuit RC soumis & un échelon de tension E avec uc(0) = 0

ue(t) = E (1 exp (_é))

et uc(t) est continue.

FIGURE 3.3

est |

I/A)4 l Constante de temps, régime transitoire

Quand t — +00, uc(t) = E. On est alors en régime permanent : uc(t) ne varie plus. La vitesse
a laquelle ce régime est atteint dépend de la valeur de 7 la constante de temps.

—| @@ Implication E3.1 : Détermination 7 RC montant

) uc(r)=FE(1—-e')=~0,632x F

La tangente a la courbe en 0 coupe donc I'asymptote

enlt=r]

FIGURE 3.4

ue(t)
Donc on trouve 7 en lisant ’abscisse telle que ! E :
uc(t) = 0,632 x E. | : i
2) En t = 0, I’équation différentielle donne 0,632E |- - i
du uc(0 E | i i
duc gy uel®) _ E | : |
dt T T I | h
—_ ! ! |
= : : |
E t | i : ¢
S ypt) = = = |wo(t) = B 1 0f 7 e N
T T 1 ) v A\ v n
! Régime transitoire Régime permanent

—| @ Définition E3.3 : Temps de réponse

Le temps de réponse d’un circuit d’ordre 1 est le temps a partir duquel on peut considérer la
consigne de tension ou de courant atteinte, c’est-a-dire qu’on est en régime permanent.

Pour cela, on se fixe un seuil arbitraire & partir duquel on considére le régime permanent
atteint.
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—| @ Démonstration E3.3 : Temps de réponse RC montant

Dans ce cours, on prendra 99%. On cherche donc tgg tel que u(tgg) = 0,99F :

Uc(tgg) = 0,99E

" solutlon de ug
@E(l—exp( 99)) = 0,99E @
<:>1—exp( ):0,99
> on isole I'exp
& exp ( ) = 0,01

t
2 — n(0,01) = —In(100)
D on isole tgg

= tgg = 7'111(100)

—| € Propriété E3.3 : Temps de réponse RC montant

Ainsi, ‘le temps de réponse a 99% est a 4,67"

1 /A)5| Evolution de l'intensité

Qu’advient-il de I'intensité dans un circuit RC? On peut le déterminer de deux maniéres :

— @ Démonstration E3.4 : Intensité RC montant

|Caractéristique de Cl |L0i des maillesl

i(t) = Cduic avec  uc(t) = E(1 — e—t/T)

5 Ri=E—uc avec ug(t)=FE1—e /)

—| € Propriété E3.4 : Intensité RC montant

L’intensité dans un circuit RC en charge s’exprime par

it) = %eXp (_é)

et est discontinue.

FIGURE 3.5
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1. Circuit RC 7

| I/A)6 l Bilan de puissance

En électrocinétique, les puissances sont le produit d’une tension et d’une intensité. Or, par
construction la loi des mailles est une relation entre les tensions du circuit ; ainsi

—| @ Important E3.2 : Bilan de puissance en élec.

On effectue un bilan de puissance en écrivant la loi des mailles multipliée par .

—| @ Démonstration E3.5 : Bilan de puissances RC montant

uc+Ri=F @
& uci+ Ri? = Fi

du DRCTpourC:z’:CdgTC

fxf = (3%
o Y 0w ) LR = Ei ’
dt \2 ¢ -
L | L | —_
déc P Pa

dt

—| € Propriété E3.5 : Bilan de puissances RC montant

Dans un circuit RC en charge, on a le bilan de puissances

P =Pc+P;

Pa = Ei : la puissance fournie par le générateur ;

Pe = % : la puissance regue par le condensateur ;

P; = Ri% : la puissance dissipée par effet JOULE dans la résistance.

I/A)7| Bilan d’énergie

On peut étudier énergétiquement cette évolution en intégrant la puissance délivrée sur le temps
d’utilisation.

—| @ Démonstration E3.6 : Bilan d’énergie RC montant

L’énergie fournie par le générateur sur toute la charge est
“+o0o

Eq = Padt
0 > Pa = Ei

e 7+ >z’<t>=E/Re—f/T
- oo ()

R 0
E2
= — —Texp<—f>— —7 exp(0)
R T
Er— L
2
(i)gg—T—
R >7‘=RC
<:>5G:CE2
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Or, I'énergie stockée dans le condensateur (Pt.E2.13) est

1 1
Ec = §C’E2 donc &5 = §C’E2

—| € Propriété E3.6 : Bilan d’énergie RC montant

Elle se répartit équitablement entre le conden-
sateur et la résistance :

Pendant la totalité de la charge, I’énergie du
générateur est

Ea =CE?

1
EC:§C’E2:5J

Circuit RC série : décharge

[/B)1| Présentation

—| @ Définition E3.4 : Circuit RC en décharge

\ &0

<& 11 est constitué d’un générateur idéal de tension en série avec
une résistance et un condensateur idéal.

<& On suppose le condensateur initialement chargé :
Uc(of) =F.

O At= 0, on coupe le générateur.

On dit que le systéme est en régime libre et soumis a un
échelon de tension descendant.

I/B)2| Equation différentielle du circuit

—| @ Propriété E3.7 : Equation différentielle RC échelon descendant

C’est une équation différentielle linéaire du
premier ordre a coefficients constants sans
second membre, de condition initiale

L’équation différentielle de la tension wuq(t)
aux bornes d’'un condensateur dans un circuit

RC en décharge

d 1
%—l——uczo avec
T

UC(()*) = UC(O+) =F

| @ Démonstration E3.7 : Equation différentielle RC échelon decendant

Avec la loi des mailles, up +uc =0 wp = Ri
d > | = C'duc
<:>RC£+UC:O eti=0
dt
duc 1
- - - :O
< Twro'C
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1. Circuit RC 9

I/B)3 l Résolution de I’équation différentielle

—| @ Propriété E3.8 : Tension RC descendant
A La solution de I’équation différentielle de la tension uc(t) d'un circuit RC en décharge avec

uc(0) = E est continue, et :
t
uc(t) = Eexp (——)
-

o | € Démonstration E3.8 : Tension RC descendant
© u=mm

pg— L’équation étant déja homogéne, on écrit la forme générale :

t

wt = Kesp (1)

et on trouve K avec la condition initiale :

uc(0) =FE et uc(0)=K=K=FE

[/B)4| Représentation graphique, constante de temps et transitoire

—| Implication E3.2 : Détermination 7 RC descendant

» 1) uc(r) = e ' =~ 0,368 x F

La tangente a la courbe en 0 coupe donc I’asymptote
ent=r.

FIiGURE 3.7

| uc(t)
Donc on trouve 7 en lisant ’abscisse telle que !
uc(1) = 0,368 X E. |
2) En t =0, I'équation différentielle donne |
—E l
d (0)  0,368E
u Uu I ) -1
—(0)+ 5~ =0 | !
E t | _t
g y(,)(t) =—-——= yo(t) = _E_ ! 0 K 7\ DTy \
T T | I\Régime transitoire. ﬁégime permaner,llt

—| @ Démonstration E3.9 : Temps de réponse RC descendant

* Comme précédemment, avec tgg tel que uc(tgg) = 0,01E :

UC(tg)g) == 0,0lE

solution de ug

~__~

t
o Eexp<—ﬂ) =0,01F
T

t
& exp (—ﬁ) = 0,01
T

& —2 —1n(0,01) = — In(100)
T

@

on isole tgg

~_ ~

=4 tgg = Tln(lOO)
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10

@ Propriété E3.9 : Temps de réponse RC descendant
, |

Ainsi, le temps de réponse a 99% est a 4,67

I[/B)5 l Evolution de I'intensité

o — @ Démonstration E3.10 : Intensité RC décharge

= Caractéristique de C

[Loi des mailles |

d :
i(t) = CC avee uc(t) = Be /" Ri = —uc
=i(t) = ———exp <
T

) )oon

<li(t) = —% exp (—é)

@ Propriété E3.10 : Intensité RC décharge

alilt) = — L exp (—;)

R

o Ri(t) = —E exp (—é)

B

i(t) t

L’intensité dans un circuit RC en décharge s’exprime par

i(t) =~ = o <—§>

et est discontinue.

FIGURE 3.8

g —| @ Attention E3.1 : Conditions initiales

Attention, lorsqu’on étudie un circuit charge-décharge, il faut étudier les conditions initiales

IVAOR Méthode pour les circuits a plusieurs mailles

— @ Important E3.3 : Méthode avec plusieurs mailles
@ Ecrire les différentes lois du circuit (LAN, LdM, LdQ2, RCT...);
Ecrire les lois des mailles ;
Isoler la grandeur dont on veut I’équation différentielle en éliminant les autres ;

Mettre ’équation sous forme canonique :

et identifier F' et 7;
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A

II. Bobine et circuit RL

Etablir les conditions initiales avec ’énoncé et la continuité de la tension pour C';

[6] Résoudre 1'équation différentielle.

IT | Bobine et circuit RL

IV Circuit RL série : échelon montant

| II/A)1 l Présentation

—| @ Définition E3.5 : Circuit RC en charge

<& 1l est constitué d'un générateur idéal de tension en série avec
une résistance et une bobine idéals.

< On suppose l'interrupteur initialement ouvert.

A0

FIGURE 3.9

& At =0, on ferme 'interrupteur.

II/A)2 I Equation différentielle du circuit

| Démonstration E3.11 : Equation différentielle RL échelon montant

Avec la loi des mailles, up, +ur=F wp = Ri
o1 ypi=p /U=y
dt
<:>di+R,7E
i L' L

| @ Propriété E3.11 : Equation différentielle RL échelon montant

D

C’est une équation différentielle li-
néaire du premier ordre a coeffi-
cients et second membre constants,
de condition initiale

L’équation différentielle du courant i(t) aux bornes
d’une bobine dans un circuit RL avec un échelon de
tension montant £ s’écrit

di 1. 1E

&7 TR

i(07) =i(07) =0

avec T =

L
R

[ J/A)3 I Résolution de I'équation différentielle

® Démonstration E3.12 : Intensité RL série montant

L’équation homogene est :
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12

La forme générale de la solution pour cette équation est :

in(t) = K exp (-é)

Une solution particuliére avec i,(t) = A donne

0+é—l§
r TR

Donc i,(t) = £ est une solution de 'équation différentielle.

La solution générale est donc

i) = % + K exp (-%)

Les conditions initiales donnent ici

E E
i(t=0=0 et i(0)=K+z=>K=-%

R

—| @ Propriété E3.12 : Intensité RL montant

La solution de I’équation différentielle du courant i(¢) d'un
circuit RL soumis & un échelon de tension F avec i(0) = 0 est

== (1 —exp (_é))

et i(t) est continue.

FiGURE 3.10

II/A)4 l Constante de temps, régime transitoire

—| € Implication E3.3 : Détermination 7 RL montant

) i(r)=%(1—-¢')~0632x E/R

Donc on trouve 7 en lisant ’abscisse telle que
uc(r) = 0,632 x E.

t

l-=-=-=-=-==-==----=

La tangente a la courbe en 0 coupe donc I’asymptote

en [t =]

2) En t = 0, ’équation différentielle donne 0,632%
di i(0) 1E
a Ot =R
=
E Et
Syt)=—=ylt)=—=-—
W) = = = olt) = 2L ;

(V2 \57—” AN}
N T . 0 N n
}{cglmc transitoire Régime permanent

Ficure 3.11
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II. Bobine et circuit RL

13

Comme précédemment, avec tgg tel que i(tgg) = 0,99%, on trouve tgg = 4,67.

Propriété E3.13 : Temps de réponse RL montant

Ainsi,

le temps de réponse a 99% est a 4,67

II/A)5 l Evolution de la tension

® Démonstration E3.13 : Tension RL montant

pa—

u, =F — Ri

:E—Rgu—eﬂﬂ

| Loi des mailles |

avec

i(t) = %(1 )

R

ur(t) = Eoxp <_j>

Caractéristique de L 3

~di . E i

ur(t) = Ldt avec  i(t) R(l e ) 3

LE 1 t |
- - (el ) | e

R T T L

t >T:R

<iur(t) = Eexp <—> <
7- 1

@ Propriété E3.14 : Tension RL montant

La tension dans un circuit RL en charge s’exprime par

up(t) = Eexp <—§)

et est discontinue.

ur,(t)

FIGURE 3.12

II/A)6 | Bilan de puissance

pa—

¥ Démonstration E3.14 : Bilan de puissances RL montant

UL—FR'i:E
& upi+ Ri? = Ei

d4i
@iLd—erRiz:Ei

<:> JE—
dt
L 1 L 1

Ps

d€p,
dt

Pa

d /1
(§Li2> +Ri’=FEi
—

S

DRCT pour L : up :L%

> fxf =GR
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—| € Propriété E3.15 : Bilan de puissances RL montant
, )}

dt

Dans un circuit RL en charge, on a le bilan de puissances

Pa = Ei : la puissance fournie par le générateur ;
__dép . : fa .
Pr, = £ : la puissance recue par la bobine;

P; = Ri? : la puissance dissipée par effet JOULE dans la résistance.

Pa =P+ Py

¥ Attention E3.2 : Bilan d’énergie RL charge

A Ici la puissance en régime permanent n’est pas nulle : un courant circule
toujours dans la résistance qui dissipe R/?. On ne peut intégrer a l’infini.

IIVAER Circuit RL série : décharge

I1/B)1 l Présentation

E — € Définition E3.6 : Circuit RL descendant

©At=0,on coupe le générateur.

<& 1l est constitué d’un générateur idéal de tension en série avec
une résistance et une bobine idéale.

¢ On suppose le courant initialement établi: i(07) =

On dit que le systéme est en régime libre et soumis a un
échelon de tension descendant.

\ &

I

FIGURE 3.13

I1/B) 2

Equation différentielle du circuit

—| @ Propriété E3.16 : Equation différentielle RL échelon descendant
, )

en décharge

de 1

&—F;Z:O

avec

L’équation différentielle du courant i(t) aux
bornes d’un condensateur dans un circuit RL

T =

L
R

C’est une équation différentielle linéaire du
premier ordre a coefficients constants sans
second membre, de condition initiale

ey E
i(07) =4(07) = =

Lycée POTHIER
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II. Bobine et circuit RL 15

—| @ Démonstration E3.15 : Equation différentielle RL échelon decendant
© =mmm

pgpem— Avec la loi des mailles,

uR—i-uL:O >uR:Ri

di i
oL v Ri=0 L=l
d
Jdi R
a L'

II/B)3| Résolution de 'équation différentielle

@ Propriété E3.17 : Intensité RL descendant

,EQ L’intensité i(t) d'un circuit RL en décharge avec i(0) = £ est continue, et :

i) = %exp (-é)

o | @ Démonstration E3.16 : Intensité RL descendant
© ==

pgp— L’équation étant déja homogéne, on écrit la forme générale :

i(t) = K exp <—§>

et on trouve K avec la condition initiale :

II/B)4 I Représentation graphique, constante de temps et transitoire

—| @ Implication E3.4 : Détermination 7 RL descendant

» 1) i(r) = £e7! ~ 0,368 x £

Donc on trouve 7 en lisant ’abscisse telle que () =
0,368 x £.

2) En t = 0, I’équation différentielle donne

=E/R
di (0) 0,368Z
1 7
—(0)+ ~— =0 ’
dt( ) T
E Et t
< yolt) = R o(t) = "Rt Ol A W A
T Régime transitoire Régime permanent

La tangente a la courbe en 0, coupe donc I’asymptote

en [t =]

Comme précédemment, avec tog tel que i(tgg) = 0,01%7 on trouve tgg = 4,67.

FiGuRre 3.14
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@ Propriété E3.18 : Temps de réponse RL descendant

Ainsi,

‘le temps de réponse a 99% est a 4,67

(11 /B)5 I Evolution de la tension

—~| €@ Démonstration E3.17 : Tension RL descendant

Caractéristique de L

di : E _
ur(t) = L& avec  i(t) = =¢
)= LE [t
Urit) = Rt P TT >
T=L/R
Slur(t) = —FEexp (—E)
-

t/T

&
PN

| Loi des mailles |

E > l(t) = Ee-t/7
u(t) = —Rpe ! "
ur(t) = —Eex !
L p -

—| € Propriété E3.19 : Tension RL descendant

par

et est discontinue.

La tension dans un circuit RL en décharge s’exprime

)

ur(t) = —Eexp <_—

wr (t) t

FiGuURE 3.15
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