Electrocinétique — chapitre 7

Oscillateurs en régime sinusoidal forcé
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Parmi les systémes soumis a une excitation sinusoidale, les oscillateurs ont une place d’importance
par ’émergence d’une propriété remarquable : celle de la résonance. Regardons deux exemples.

‘ I | Exemple d’oscillateur : circuit RLC série en RSF

IVFAN Présentation

—~| Définition E7.1 : RLC série en RSF |

On s’intéresse au circuit suivant, composé d’une résistance, d'une bobine et d’'un condensateur
C, alimentés par un GBF. On suppose une phase nulle pour le signal entrant :

e(t) = Epcos(wt) ainsi  uc(t) = Uccos(wt + ¢,) et i(t) = I cos(wt + ¢;)

FiGURE E7.1 — RLC série en RSF.

Etude de l’intensité

I[/B)1 l Amplitude complexe

—| Propriété E7.1 : Amplitude complexe [

L’amplitude complexe de l'intensité dans un RLC série s’écrit :

1 /L

et 1@=%\VG

Ey/R w

avec r=— et Wy =

1
1+jQ (37—%) ) VLC

I(x) =

—| @ Démonstration E7.1 : Amplitude complexe [

Pour étudier le comportement de l'intensité, on va comme d’habitude se ramener a une seule
maille avec une impédance équivalente

i(t)

Q) |

1
Ey= 2l = (R+ilw+—— )1
’ jOw 1j =i
Ey

s 1=

—~

-~
~—

Q|

1
R+j <Lw — —) .
Cw Forme canonique
Ey/R

1+‘ £ _L
N\RY ™ Rew

=1

FiGure E7.2
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[. Exemple d’oscillateur : circuit RLC série en RSF

L 1
On identifie alors : o= o% et ol Quwo
1
P T e AN N S A o SN S

A R T e T A A e
- 1 o 0 1 /L
Wy = — =—1\/=
" VIC RV C

D’ou le résultat.

1 /B)2 l Solution réelle

Propriété E7.2 : i(t) RLC série en RSF

—

L’intensité réelle s’écrit donc

i(t)

Amplitude réelle

Eo/R

()

I(z) = 1| =

I(z) - cos(wt + pi(x))

p; = — arctan (Q (m — %))

T
avec cpie]—E;—[

¥ Démonstration E7.2 : i(t) RLC série en RSF

Amplitude réelle

C’est, évident.

=0

o =t 10 (5 1))

(+=3)

Re>0

p; = — arctan (Q (x — é))

T T
avec wié}—a;g[

3 = tan(p;) = — tan(arg(l +iQ

[1/B)3

Notion de résonance et bande passante

Par I’étude de 'amplitude, on retrouve bien que I ne dépend pas des conditions initiales, mais
bien de 'amplitude d’entrée et surtout dépend de la pulsation. Notamment, on trouve que

et I —0

x—0

I ——0

T—r—+00

Ainsi, il y a une valeur particuliére de pulsation telle que 'amplitude est maximale : c¢’est ce qu’on
appelle la résonance.
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—| Définition E7.2 : Résonance I

Un oscillateur forcé présente une résonance si 'amplitude de ses oscillations est maximale
pour une fréquence de forgage finie et non nulle.

La fréquence correspondante est appelée fréquence de résonance f,. (ou w, ou z,).

Soit, pour une amplitude réelle X (w),

drésonance < |Jw, # (0, +00) : X(w,) = Xmax

La représentation de I'amplitude en fonction de la pulsation est donc piquée autour de son
maximum X,., & la pulsation de résonance w,. Ce pic peut étre plus ou moins fin, ce que 'on
caractérise par la bande passante.

—| @ Définition E7.3 : Bande passante

C’est le domaine de pulsations du forgage défini par :

X
bande passante £ { w | X(w) > Xiox, off = —x
p { | X(w) > = }

Xmax
V2

¢ la bande passante Aw = |wy — w1|;

X(wl’g) =

Wy Wy Wy w [rad - 571

FiGUuRE E7.3 — Bande passante.
¢ l'acuité de la résonance w,/Aw.

<& wy et wy les pulsations de coupure, telles que :

I/B)4 l Comportements a la résonance

—| € Propriété E7.3 : Résonance en intensité RLC série

La pulsation de résonance en intensité est :

wr=wy| & |x,=1

Amplitude de résonance |Phase ala résonancel

Eq
R

wi(z,) =0

[($r) - Imax =

—~| @ Démonstration E7.3 : Résonance en intensité RLC série

Amplitude de résonance

On trouve la résonance en trouvant le maximum de ’amplitude réelle.

Ici, comme le numérateur est constant, il suffit d’avoir le dénominateur minimal :

1\?2
I(2,) = Inax & 1+ Q? (a:r — —) minimal

>0
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Exemple d’oscillateur : circuit RLC série en RSF )

|Phase ala résonancel

On reprend I'étude de 'argument faite précédemment :

tan(p;(z,)) = —Q (xr — i) =0<|pi(z,)=0 car @; € } —g ,g[

T

I/B)5| Bande passante et facteur de qualité

Nous avons déterminé I'amplitude et la phase du signal, ainsi que la pulsation de résonance. Pour

finir de caractériser la résonance, il ne reste qu’a déterminer la bande passante.

—

@ Propriété E7.4 : Bande passante et facteur de qualité

Plus le facteur de qualité est grand, plus la résonance est sélective. On relie la bande passante a
la pulsation propre et au facteur de qualité via la relation :

MZ%@Q

Wo

T Aw

On retrouve acuité de la résonance.

@ Démonstration E7.4 : Bande passante et facteur de qualité

On cherche donc les pulsations de coupure réduites telles que I(zg) = Inax, eff = Imﬁ :

On remplace

~
~
=
||
)
N

On isole

%
+
R
/~
=
|
— §|,_.
~—
&
ST ™~

L
VR
&

-
|
SR
~
I

H-
—_
N
X
8
ol

2
g Q" Fao, —Q=0
On a alors deux trindémes, soit quatre racines possibles.

= A=1+4Q"
+1 4 /1 +4Q? > Solutions
2Q)

= Tit 4+ =

On ne garde que les racines positives, sachant que | /1 4+ 4Q? > 1|:
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1 1
T, = Tp,—+ = E (-1 + 1+ 4@2) et o= Th+,+ = E (1 + 1+ 4Q2>
puis on obtient la bande passante en calculant la différence |xo — 24| :

|+ ST — (1 4+ /TF307)
2Q

1 wWo
— & Aw=—
Q Q

Ty — X1 = S| Ax =

Important E7.1 : A retenir pour [

@ < Il n’y a aucune condition pour avoir résonance : celle-ci existe peu importe le facteur de
qualité ;

<& La pulsation de résonance est égale a la pulsation propre;
¢ L’amplitude maximale ne dépend pas de @) ;
<& La phase a la résonance est nulle.

4
Ey/R
14

— Q=15
— Q=3

wo = Wy w [rad -s71]

FiGURE E7.4 — |I] selon Q.

Fi1GURE E7.5 — arg(]) selon Q.

IPFd8) Ftude de la tension u¢

On repart du circuit en complexes, avec uc(t) = Ue" et e(t) = Eel*', et on applique le pont
diviseur de tension.

[/C)1| Amplitude complexe U,

— Propriété E7.5 : Amplitude complexe U
, |

L’amplitude complexe de la tension du condensateur d’'un RLC série s’écrit :

E() W 1 1 L
— avec r=— et Wy = — et Q=—1\/=

Up(r) = rV
Q

1 — a2 +]
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[. Exemple d’oscillateur : circuit RLC série en RSF

¥ Démonstration E7.5 : Amplitude complexe U,

FIGURE E7.6 — RLC série : étude de u,.

i) 3w -y Lo A

: ] | = R+jLwEl/j(Jw

S ! 0

=) : = Q - .

h‘f T 1/jCw| ||uc(t) L~ (LOWP +iRCw >w0 et Q
1 EO

< o elU = 2 "

S | 1- (i> +jo—
! Wo QWO

1/C)2

Solution réelle

Propriété E7.6 : uc(t) RLC série en RSF

—

La tension réelle s’écrit donc ue(t) = Up(x) - cos(wt + ¢y (7))

Amplitude réelle

Ulz) = U] =

tan(pu(z)) = —

X

Q(1—=?)

By |

oo ()

avec

Pu €

J=m; 0]

¥ Démonstration E7.6 : uc(t) RLC série en RSF

pa—

Amplitude réelle

C’est évident.

=0

Pu Z&%@ﬁ—arg@ —:c2+j£>
| I |

€]0;m[

Q

2T
= +j =)

3 = tan(p,) = — tan(arg(1l

Res0 8,
Im>0
x
& [tan(pu(z)) = 00—
avec @, € |—m;0[ |

1/C)3

Comportements a la résonance

@ Propriété E7.7 : Résonance en tension du RLC série

La résonance en tension n’existe pas toujours :

Q<1/ V2 : pas de résonance, amplitude est maximale pour

z=0 et U(O)_Eg
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Q>1/ v/2 : La résonance existe, ’amplitude est maximale pour

1 1 E
@<l e |Ul) = 2
Q 1 — L
1Q?

T, =

Q>5: r.~llelw~w!| e |[U)=QFE

—| €@ Démonstration E7.7 : Résonance en tension du RLC série

| Condition de résonancel

On trouve le maximum de 'amplitude quand le dénominateur est non nul et minimal, ¢’est-a-dire

2
U(z,) = Upax & (1 — x2)2 + (%) minimal

X
Soit X =22, et f(X)=(1-X)*+ —, la fonction que l'on cherche & minimiser : on cherche

X, tel que sa dérivée s’annule, c’est-a-dire

(X)) =0

1 > On dérive
—2(1—XT)+@=0
1 1 >On isole
SX —l=——%X,=1—-—
20)? 20)?
1 X, =22
= I, = — TCQQ = | Ty = Q Q2 — =
ce qui n’est défini que si Q > —. Si @ <7 , alors le maximum se trouve en w = 0, ce qui

n’est pas une résonance puisqu 11 n'y a alors pas d’excitation.

On calcule alors f(X,) en injectant la solution :

> On factorise

1 2 1 i Dans U(x)
1w)=(1-(1-55)) +@ (- mp) Ey
1\ 11 - T U= f(X,)
<:>f<X’”):(TQ?) o T g8 3 B
) 9 . > Méme dénom. 3 < U(z,) =
< f(X,) = TQZ_TC%+@ >O - 3 \/1 >S1mphﬁe
N :i_i n calcule 3 o Uln) = 250 QEO
<:>f< T) QQ 4@4 | 1/1

1 1
<60 = 5 (1- 30)
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Y

IT. Exemple d'un oscillateur mécanique en RSF 9

—| Important E7.2 : A retenir pour U,

4) Force de frottement fluide Foy = —at (t) 171‘)5 FIGURE E7.9 — Schéma du ressort en

RSF.

<& Il y a une condition pour avoir résonance, () > LZ, elle s’obtient par étude de fonction;
¢ La pulsation de résonance est différente de la pulsation propre mais s’en rapproche
avec Q
¢ L’amplitude maximale dépend de Q) : QQ = Uyax ;
<& La phase a la résonance est quelconque;
¢ La phase a la pulsation propre est ¢, (wy) = —7;
Uc/Ey ; o(w) [rad] o w [rad -]
E - Q =0.6 | 0.0
] i | — Q=06
3.0 — ‘
| Q=15 | o1
i ............ l T — Q=3
: | 4
1.61 5 | T
] | 2
Lot | :
! 1 3 ]
: l 4
0.0 — |
Wy Wo w [rad - s7Y] | e I Sttt
FIGURE E7.7 — |U] selon Q. | FIGURE E7.8 — arg(U) selon Q.
I1 | Exemple d’un oscillateur mécanique en RSF
IIVV'N Présentation
— @ Définition E7.4 : Ressort amorti en RSF
& Systéme : point matériel M de masse m relié a un ressort horizontal idéal.
& Reéférentiel : Ry, terrestre supposé galiléen ;
o Repére : (O, u,,u,) avec u, ascendant vers le haut
< Repérage : N
OM(t) = £(t) ug ; T (t) = £(t) uz ; @ (t) = £(t) ug
Bilan des forces : : .
_ : Ffrott
1) Poids P = —mgu,; 3 y/ Er—
2) Réaction du support R = Ry ; 3 [ WUR fo(t) o
: FI‘&SS()['t j_:; .

)
)
3) Force de HOOKE J—— —k(0(t) — lo) uy ;
)
)

5) Force excitatrice 76 = Fycos(wt) uy.
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10

IIVAEY Etude de I’élongation

[ /B)1 I Amplitude complexe X

—

Propriété E7.8 : Amplitude complexe X

L’amplitude complexe de I’élongation d’un ressort en RSF s’écrit :

| k
Wy = —
m

Fy/k

€T
I —u?+j—=
Q

et et

avec U= —

X(u) =

¥ Démonstration E7.8 : Amplitude complexe X
Avec le PFD : ma =P + i + ﬁressort + ﬁ)frott + 76
- m (d%) _ (—k(ﬁ( ) — o) — %k + Focos(wt))

a2
0 —mg —I— R

La projection sur u, montre que R = —D. Sur l'axe Uy, avec le changement de variable

x(t) = £(t) — Ly, on trouve

d?x d
m@ + ad—f +kx = F COS(Wt)
F [k Vhm
T+ ﬂj; -|-w02x =2 COS(wt) avec Wo = \/ — et ” - - =|Q= -
0 m m QR m a
En passant en complexes, (jw)? + W—Jw ) X = Fo
’ )
2
w F
Wo WOQ Wo™mm > mwo? =k
F ik u = w/wy
T L u
1—u?+j5

Attention E7.1 : Notations de pulsation réduites

Il peut arriver trés vite de confondre z(t) la position et © = w/wy la pulsation réduite, d’ou la
notation proposée de u = w/wy, & ne pas confondre avec la tension. Soyez vigilant-es.

I1/B) 2

Solution réelle

—

Propriété E7.9 : z(t) ressort amorti en RSF

L’élongation réelle s’écrit donc x(t)

Amplitude réelle

= X (u) - cos(wt + @, (u))

Fo/k

fan(pa(u)) = —

_ \/(1—u2)2—|— (%

;

Q(1—w?)

u

avec p, € |

—7;0]
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IT. Exemple d'un oscillateur mécanique en RSF

II/B)3 l Comportements a la résonance

—

@ Propriété E7.10 : Résonance en élongation

La résonance en élongation n’existe pas toujours :

Q < 1/V2 : pas de résonance, 'amplitude est maximale pour

u=0 et

Q>1/ v/2 : La résonance existe, "amplitude est maximale pour

1 1 Ey/k
U, = QQ——<1 et | X(u,) = QFy/
Q 1— L.
Q2
Q>5: Fo
Pl e lw R t | X(u,) = Q—
u Wy R wy| e (u,) = Q ’
VAN Résonance en vitesse
II/C)1| Amplitude complexe
—| Propriété E7.11 : Amplitude complexe V.
A L’amplitude complexe de la vitesse d'un ressort en RSF s’écrit :
F k vk
V(u) = /@ ] avee  |u= | et wp=1/—| et |Q= m
W m !
14+jQ (u — —) 0
u
o @ Démonstration E7.9 : Amplitude complexe V'
© ==
© ==mm dx
t)=—&V=juwX
lt) = 5 jwX
12 :
V="t
kl—u?+jg
cyo B
kj—ju’—5 .
7 Factonse par u
e V= ?0 ' 1 -w?
s —iG- ) @
o Fo Quo
SV =—
koo1+iQ (u— > -
F T = E
Vi) = —o/° .
i 1
1+j@Q (u - —)
u
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A

12

I1/C) 2

Amplitude réelle

—

Propriété E7.12 : Résonance en vitesse

On trouve alors

Vmax =

Fo

V——0
w—0t

et

Viwo) = —

et

De ce résultat, nous observons qu’il n’y a pas de condition pour avoir résonance en
vitesse, et que la pulsation de résonance est la pulsation propre du systéme.

V——0

w—+00

}Eﬂ Synthése

Important E7.3 : Synthése résonances

]
Grandeur Intensité/vitesse Tension /élongation
Existence Toujours Q>1/ V2

Pulsation de <
, Wo Wr S Wo
résonance
w w
inlrgeur de Aw = 20 Aw e 20
résonance Q Q

Aspects a w,

Maximum d’amplitude

Déphasage nul, ¢ =0

Sortie = () xentrée

INE

ST

Aspects a wy Résonance i
Quadrature de phase, ¢ = —5
f“iR Uc/Ey
Courbes
d’amplitude
— Q=06~
— Q=15
— Q=3
0
Wy =w, w [rad - 57!
R A P lad e yfadsl]
5 — Q=06 .
2 — 0=
— Q=15 Qv
Sy — Q=15
7| Q7 7| I Q:3
1 R
Courbes de 00 © [rad 7] E
phase 1 ’
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