— Mécanique — chapitres 1 et 2

Correction du TD d’application

I | Collision entre deux voitures

1) Notons M; et M, les points matériels représentant chacun une des deux voitures. On se limite au
mouvement unidimensionnel selon 'axe x et on notera x(t) et xo(t) les positions respectives de M;
et My selon cet axe. Initialement, z1(t = 0) = d = 20m et z5(t = 0) = 0.

La voiture M; de Xari subit I'accélération (qui est négative donc c’est une décélération) constante
ay. Ainsi, par intégration successive,

1
z1(t) = §a1t2 +at+ 3

Avec « et 8 deux constantes d’intégration. En considérant par ailleurs une vitesse initiale vy et une
position initiale d, on obtient :

1
z1(t) = §a1t2 + vt +d
Pour le second véhicule, il faut décomposer le mouvement en deux étapes successives :

O pour t € [0 1]s, a = 0. La position initiale étant par ailleurs nulle et la vitesse initiale étant égale
a v, il vient, pour ¢t € [0 ; 1] s :
ZL’Q(t) = Uot

<& pour t > 1, accélération vaut as constante. Notons par ailleurs ¢ = 1s. On a par intégration :
vo(t) = ast +
Avec 7 une constante a déterminer. Or, par continuité de la vitesse, vo(t = to) = vg. Ainsi,
vo(t) = as(t — ta) + v

Intégrons une nouvelle fois, avec ¢ une nouvelle constante d’intégration :

1
7o(t) = Saa(t = ta)? + vot + 6

En utilisant le fait que x(t2) = vota, il vient finalement
1 2
To(t) = 5ag(t —t9)” + vt

2) Iy a contact a U'instant ¢, tel que
$1(t0) = $2(tc)

Supposons d’abord le contact sur l'intervalle ¢ € [0 ; 1] s. Il faut alors résoudre :

1
—art.” + vete + d = vet?

2
& |t = —_2d avec d=20m
V@ a; = —30,0m-s~2
AN. :[t,=141s> 1s]

Cette solution est donc exclue puisqu’elle n’est pas en accord avec notre hypothése initiale ¢ € [0 ; 1] s.
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2 Mécanique — chapitres 1 et 2. Correction du TD d’application

Supposons maintenant t. > 1s. Il faut résoudre :

1 1
—CthCQ "‘M"‘ d= Eag(tc — t2>2 +ll{j’t€

2
1 2 1 2 2
=4 ialtc + d= 5@2 (tc — 2t2tc + tg )
1 1
<~ 5 (a1 — CLQ) tCQ + astot,. + d— §a2t22 =0

C’est un polynome de degré 2 dont le discriminant A est tel que

d=20m
1 a; = —30,0m-s2
tg =1s
AN. 1 |A =600ms2]
—asoty = VA
Dot 1, — —22EVA
(a1 — ap)

& ter = —345s ou t._ =145s

La solution négative étant exclue, on trouve finalement

et |zy(t) =42,5m

Il était donc pratiquement impossible que Pierre esquive Xari, étant donné qu’en freinant au plus
tot il n’a eu que 0,45 s avant de rentrer en collision avec lui, laissant peu de marge a un autre temps
de réaction et & une autre manoceuvre évasive.

& | II | Masse attachée a 2 ressorts

1) On étudie ici le point matériel M de masse m, dans le référentiel du laboratoire supposé galiléen
avec le repere (O, u)), u, vertical ascendant. On repére le point M par son altitude OM = z(¢). On
effectue le bilan des forces :

Poids P = mgqg = —mgu.
Ressort 1 Fregort1 = —k(OM — bo) u, = —k(z — {y) u,
Ressort 2 Fregort 2 = +h(O'M — o) u) = +k(L — z — by) u)

avec le ressort 1 celui d’en-dessous, le ressort 2 celui d’au-dessus. On notera simplement F 1 et F)g
dans la suite. Avec le PFD, on a

ma):ﬁ—i—}_%l—ng
S mi=-—mg—k(z—0)+k(L—2z—1§)
2k k

S|Z+—2=—L—-g
m m

A Déquilibre, le ressort ne bouge plus; on a donc 2 = Z = 0, et on trouve ainsi zeq :

L mg

Ta =5 T g

Sans la pesanteur, la masse sera a I’équilibre entre les deux ressorts, en toute logique. La gravité
diminue cette altitude. On remarque que cette association de ressort est équivalente a avoir un seul
ressort de raideur 2k.
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III. Plan incliné et frottements solides 3

2) On a commencé la détermination de I’équation différentielle dans la question 2. On peut simplifier
son expression en remarquant qu’a droite du signe égal, on doit trouver quelque chose homogéne a
wp?z. On commence par identifier wy avec la forme canonique :

2k k
wg=14/— donc —L—g= wozzeq
m m

et finalement,

5+ wlz = w02zeq

3) ion compléte z(t) et la somme de la solution particuliére constante z, et de la solution homogéne zj,.
La solution particuliére est, par définition, z., (on I’a montré question 1). La solution homogéne est
celle d’un oscillateur harmonique, & savoir

2, = Acos(wot) + B sin(wot)
Ainsi,
2(t) = zeq + A cos(wot) + B sin(wyt)
On trouve A et B avec les conditions initiales :

O 2(0) = zeq+a (masse lachée d’une hauteur a par rapport a la position d’équilibre), or 2(0) = A+ 2eq,
donc

A=a
¢ 2(0) = 0 (masse lachée sans vitesse initiale), or 2(0) = Bwy donc

B=0

Ainsi, 2(t) = Zeq + a cos(wot)

# |III| Plan incliné et frottements solides

1) On suppose en premier lieu que le contact entre la brique et le plan incliné se fait sans frottements
o Systéme : {brique}
¢ Reéférentiel : galiléen (O, uy, u,) (voir schéma)
o Repérage : OM(1) = () +9(0) &, T(0) = 4(0) T+ 5() T T0) = 5O T +5(0) T
<& O et t initial : tels que OM( )= 0
¢ Vitesse initiale : 7(0) = v u,

< Bilan des forces :

i"Ul

Poids = —mgcos a i, — mgsinau,
Réaction R = Ru,
<& PFD
L o o ML = —mg sin o
md =P+ R & gx/’g’{::—mgcosanLR

=0
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4 Mécanique — chapitres 1 et 2. Correction du TD d’application

Il n’y a pas de mouvement sur u, étant donné que le mouvement se fait selon u, ; ainsi

y=19y =1y = 0] et la seconde équation donne

R =mgcosa

On intégre la premiére pour avoir 1'équation horaire sur z(t) :

. . 1 5.
@(t) = —gtsina + vy = |z(t) = —§gt sin o + vot

avec les conditions initiales ©(0) = vy et 2(0) = 0.

b — On trouve le temps d’arrét quand la vitesse est nulle. Soit ¢ ce temps d’arrét :

v
t(ts) =0 vy = gtssina < |t = 0
gsin a

On remarque alors que si a = 0, t, — 400, ce qui est logique puisque sans frottement la brique
ne s’arréterait jamais. On obtient la distance d’arrét en injectant ce temps dans z(t) :

1 1}02

(t) = — 1" et u—"" o)
T lg) = —= S (% " T\ls
Qgg?sin\y*a Ogsma

N §gsinoz

2) On suppose ensuite qu'il existe des frottements solides, avec f le coefficient de frottements solides
tel que f = 0,20.

a — On reprend le méme systéme, mais le bilan des forces change :

<& Bilan des forces : N
Poids P = —mgcosau, —mgsinau,
—
Réaction R = Ry u, — Rru,
En effet, sur la montée de la brique, sa vitesse est dirigée vers + u,, donc la force de frottement

(qui est une force de freinage et donc opposée a la vitesse) est dirigée vers — u,. De plus, avec
les lois du frottement de COULOMB, sur la montée la brique glisse sur le support, on a donc

& PFD .
o mi=—mgsina — fRy
md =P+ R { mj =—mgcosa+ Ry
<~

=0

Il n’y a pas de mouvement sur u, étant donné que le mouvement se fait selon u, ; ainsi
‘y =y =19 =0}, et la seconde équation donne

Ry = mgcosa
Que l'on réinjecte dans la premiére :
I =—gsina — fgcosa

On intégre cette derniére pour avoir I’équation horaire sur z(t) :

1
&(t) = —g(sina+ fcosa)t + vy = |z(t) = —ig(sinoz + f cos @)t + ot

avec les conditions initiales #(0) = vy et 2(0) = 0. On retrouve le résultat précédent en posant

f=o.
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III. Plan incliné et frottements solides 5

b — On trouve le temps d’arrét quand la vitesse est nulle. Soit ¢, ce temps d’arrét :

Vo
g(sina + fcos )

t(ts) =0 < vy = gts(sina+ fcosa) < |t; =

Ce temps est plus court que sans frottements. On obtient la distance d’arrét en injectant ce
temps dans z(t) :

1 2
[E(ts) = —§M Yo -+ Vg - Yo

(g(sina + fcos a))z g(sina + f cos )

( ) 1 U02
~|x 155 = = -
29(81110[ —|— f COS Oé)

3) On suppose finalement que la brique est posée sur le plan avec « variable.

a — Cette fois, la brique est initialement a Parrét, soit @ (0) = 6 et la brique ne glisse pas donc
Ry < fRy. On aura mouvement quand il y aura glissement, c’est-a-dire quand Ry = fRy. On
reprend donc le systéme précédent avec @ = =0 :

@:]—3’_1_]—%@ {O:—mgsma—fRN o {smoz:fcosoz
=0

0=—-mgcosa+ Ry Ry =mgcosa

& f=tana & |« = atan(f)

b — On trouve Olfer /chéne = 14° et (lchéne/chéne — 19°

4) Avec a = 0°, on souhaite déplacer une armoire de 100 kg en tirant dessus avec la force F. On donne
farmoire/sol = 0725

a —< Systéme : {armoire}
¢ Reéférentiel : (O, uy, u,) avec u, vertical asendant

¢ Repére : On suppose la force de traction dirigée vers 4 u,, et donc la vitesse de ’armoire
selon + u,

o Repérage : OM = z(t) a2, T = a(t) w2, @ = &(t) i

< Bilan des forces :

Poids P= mqg =—-mgu,
Réaction normale Ry = Ry u,
Réaction tangentielle Ry = —Rpi
Traction F=F e

A la limite du glissement, on a Ry = fRy.

<& PDF : quand le mouvement est lancé, ’accélération est nulle.

@_?—PjLRN—i—RT—I—F(:){O:F_fRN

Ry = mg =100kg B

& avec =10m-s
|F = fmg] f ~ 0,25
L
g

[F=250N] &

Ainsi, il suffit de fournir une force égale & un quart du poids.

= 20kg

Lycée POTHIER 5/6 MPSI3 - 2024/2025



6 Mécanique — chapitres 1 et 2. Correction du TD d’application

b — Mettre des patins permet de diminuer le coefficient de frottement, et donc de diminuer la force
de traction nécessaire pour déplacer le meuble.

# |IV| Charge soulevée par une grue

1) ¢ Systéme : {masse m} repérée par son centre d’inertie M.
<& Reéférentiel : relié au sol, galiléen.
¢ Coordonnées : cartésiennes, (O, u,, u,,u.) avec u, vertical ascendant, O au pieds de la grue.

<& BDF : avant qu’elle ne décolle, il y a la réaction du sol; on s’intéresse au décollage, donc au
moment ol elle s’annule. On aura donc

Poids P =mq = —mgi
Tension 7' =T u,

¢ PFD : au moment ol la masse décolle, son accélération est positive et selon u,, soit @ = 2 u. ;
en supposant un décollage en douceur, Z = 0, soit

mﬁ’:f’)+?<:>0:—mg+T<:>

On a donc la tension égale au poids.

2) Dans ce cas, on a explicitement T =m(a, + g)

La tension est supérieure au poids, et fonction affine de a, : si 'accélération est trop forte, le cable
peut rompre.

3) La montée de M est stoppée a mi-hauteur mais le chariot A se met en mouvement vers la droite
(figure ?77) avec une accélération a; constante.

, L . N d261\7[’ — — — — L
a — L’accélération de M est a ) = . Or, OM = OA + AM avec AM constant : ainsi

ar?
., d20M d0A
a = = =
Mg d4e2 "
On a alors le PFD : N
ma’h:mﬁ+?<:>mah17x’:—mgUZ’+Tcosa17;+Tsina1Tx’ A
b- T si tana = an T
may, = T sin « =—
Ainsi, { " 7 & g
g =L eosa T = mv/ap? + g2 _ | maj
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