— Mécanique — chapitres 1 et 2

Correction du TD d’entrainement

? Etude d’un volant de badminton

1)

Systéme : {volant} assimilé & un point matériel M de masse m

Référentiel : terrestre supposé galiléen

Repérage : OM(t) = 2(t) @, T(t) = 2(t) @, Tt) = 3(t) @

<
<
¢ Repére : (O, u)) avec O départ de chute, u, vertical descendant (voir schéma)
<
¢ Origine et instant initial : O—M)(O) =202 =0

& BFD : N 01z(t=0)=0
Poids P :mg’:mg@ R
Frottements F' = —\o¥ = —\z%u, f=—-AvV
h M (t t
o PFD : () gz(t)
— — /\ _.: .
mat)=P+Fe&mi=mg—A\te it 3=y P=mg
m A A,
Z
dv A
Ainsi dv A,
insi, dt+mv p

2) Lorsqu’on lache M sans vitesse initiale d’une hauteur h, la vitesse est faible au départ et la force
principale est le poids, accélérant le mobile vers le bas. Quand la Vitgsse augmente, les frottements
s’intensifient jusqu’a ce qu'ils compensent le poids, donnant @ = 0 : la vitesse n’évolue plus et
reste a sa valeur avant compensation, la vitesse limite v;. v; étant constante, v; = 0, donc I'équation
différentielle donne

m
—U12:g<:> v = —g
m A

3) v* est le rapport de deux vitesses, donc est forcément sans dimension. Ensuite,

g m-s—2

[L] = [v][r] =ms! xs=m

donc 7 est bien un temps et L une longueur; ce faisant, t* et z* sont évidemment adimensionnées.

4) On réécrit 'équation avec v = vv* et t = 7t* :

dv A d(vpw*) A w2 udvt A, L,
dt+mv_g<:>d(7't*)+m(vw) BRI TS m(v) — 9
Or,
o ;2 do* 9
;o 9° m I A (v")
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2 Mécanique — chapitres 1 et 2. Correction du TD d’entrainement

5) Ces courbes montrent que la vitesse augmente pendant 2 a 37, avant de se stabiliser a v;. Le
mouvement est ensuite rectiligne uniforme, et z est une fonction affine du temps.

6) Le courbe représentant v*(t*) montre que v* = 0,95 pour t* = 1,8. La durée de I'expérience pour
arriver a cette valeur est donc 1,8 7, et la hauteur z* a ce temps est z* = 1,2, ce qui correspond a

z=1,2L; ainsi
.

7) En supposant v, connue, on a

o v =25kmh™! =70m-s!
T=— et L=uyT avec 9
g g=9,81m-s
AN. : |r=71x10""s| et
Ainsi, At=187 e h=12L

S (=133 o [i=5om

# | IT | Coup franc et frottements fluides

1) Dans un premier temps, on néglige totalement les frottements de 'air.

%76 Systéme : {ballon}

& Reéférentiel : terrestre galiléen
¢ Repére : cartésien (O, u,,uy), u, vertical ascendant, u, vers le but
© Repérage : OM(t) = x(t) u; + y(t) i, T(t) = o (t) i, +§(t) Uy, @ () = (t) iy + (1) i
¢ Origine et instant initial : O_M)(O) =0
¢ Vitesse initiale : 7(0) = vg cos a u, + vosinau,
¢ BDF : .
Poids P =m¢g = —mgu,
<o PFD
m&’:—mg@’(:){z;(ig (2.1)
Ainsi,
. x(t) = vot cos a
(2.1) = {”5 T tecman 1 _ (2.2)
y=—gt+vsina y(t) = —§gt2 + ot sin

étant donné les conditions initiales. On trouve la trajectoire en isolant ¢(x) pour avoir y(x) :

Ha) = —
(2 2) N Vg COS Qv
’ g
Y(¥) = ~ g omg? Trtana

b — Le ballon passe au-dessus du mur si y(Zmyur) > Amur avec hpye la hauteur du mur et x,, sa
position horizontale. Avec une application numérique, on obtient

Y(Tur) = 2,17m > hpyr = 1,90m

donc le ballon passe bien au-dessus du mur.
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IT. Coup franc et frottements fluides 3

¢ — Le tir est cadré si y(zput) < hpu- Or,
Y(Tpu) = 1,73 m

donc le tir est bien cadré.

2) 1l y a en réalité des frottements, modélisés par une force F}') = —aT(t) avec a = 5,00 x 1073 kg-s!.

a — Avec le méme systéme, seul le bilan des forces est modifié (et donc le PFD) :

<& BDF : N
Poids P =—-mgu,
Frottements F' = —av (t) = —ad u, — ayu,
¢ PFD imd = —mgu, — qiu, —ayu,
. «
mi = —ai T+ —T= 0
s{ & N
mjj = —mg — ay i+ Ly=—g
m
. Vg
(o - = 0 vy (t) = Ae™U/7
= v = t/T
v+ L =—g vy(t) = —g7 + Be
-
v,(0) = vy cos « A =wvgcosa
Or, (©) 0 ) = 0 )
vy(0) = vy sin B =wvgsina + g7
Vg (t) = vy cos e ™/7 z(t) = —vr cosae /T + C
donc _ : = . o g
vy(t) = (vosina + g7) e e y(t) = — (voTsma + g7 ) e T —grt+ D
z(0) = C =T cosa
or = _ )
y(0)=0 D =+ (vrsina + g7°)
Finalement,

{x(t) =vorcosa (1 — e t/T) (2.3)
y(t) = (vorsina + g7°) (1 — e’t/T) — grtt (2.4)

b — On isole t(x) de (2.3) pour U'injecter dans (2.4) :

t(z) = —Tln(l — L)
VT COS

y(x) = <tana+ I7 ) :E+g¢21n(1 - L)
Vg COS (v VT COS (v

¢ — On calcule :
Y(Tmur) = 2,16 m

donc le ballon passe au-dessus du mur.

d — On calcule :
y(mbut) ~ 1768m

donc le tir est bien cadré. On constate que les frottements n’ont eu que peu d’influence sur ce
mouvement ; il n’est en effet pas trés rapide, donc la force de frottements est restée assez faible.
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Mécanique — chapitres 1 et 2. Correction du TD d’entrainement

# |I11| Etude d’une skieuse

1)

¢ Systéme : {skieuse} assimilée a son centre de gravité
& Reéférentiel : R, supposé galiléen
¢ Repeére : (O, u,, u,) (voir schéma)

o Repérage : OM = z(t) iy T = i(t) us; @ = #(t) .

¢ Origine et instant initial : O_M)(O) =0

& Vitesse initiale : 7(0) = 0

<& BDF :
Poids mg = mg(sinau, — cosaiy,)
Réaction normale N =Nu,
Réaction tangentielle 7' = —Tu, = —fN u,
Frottements F=-)\v=-)\iu,

Comme la skieuse glisse sur la piste, avec les lois du frottement de COULOMB, on a
T=fN
& PFD :

L, 2 > > mi =mgsina — fN — \&
ma=P+N+T+F & .
my = —mgcosa + N

Ainsi, comme il n’y a pas de mouvement sur u,, j = 0 et

N:mgcosa‘i‘T:fN:fmgcosa‘

On réutilise la premiére équation en y injectant ’expression de T' pour avoir :
LA :
¥4+ —i=g(sina — fcosa)
m

Avec U = #(t) u,, on obtient une équation différentielle sur v(t) que I'on résout en posant 7 = m/\
avec la solution homogéne Ae~*/7 et la solution particuliére v, :

o(t) + v_ g(sina — feosa) = v = Aet/T 4 v
T

et on trouve v, directement en remarquant que, par construction, v, = 0 donc v, = g7(sin a— f cos a).
En combinant on peut utiliser la condition initiale sur la vitesse :
v(t) = Ae™/" 4 gr(sina — f cos )
Or,
v(0) =0
& 0=A+gr(sina— fcosa) = |v(t) =gr(sina — fcosa) (1 — e’t/T)
& A= —gr(sina — fcosa)

On trouve la position z(t) en intégrant v(t) :
z(t) = gr(sina — feosa) (t + Te*t/T) +B
Or,
z(0) =0
& 0=gr(sina— fcosa)(0+71)+ B = |z(t) = g7(sina — fcosa) (t—l—T(e’t/T—l))
& B = —gr¥(sina — fcosa)
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III. Etude d’une skieuse 5

3) La vitesse limite est la solution particuliére v, :

=
v

1 = g7(sina — fcosa)u,

En effet, la présence de la force de frottements fluides dont la norme augmente avec la vitesse fait
que la vitesse ne peut pas augmenter indéfiniment. La skieuse atteint une vitesse limite lorsque les
frottement compensent la force motrice du mouvement. Ainsi,

—>

TH)=v(l—e)uy| et [OME) =v (t+7(e —1)) u

(m=65ke
- g=10m-s2
v = —g(sin a— fcosa)| avec A= 1kgs™!
A °
a=45
L /=09
AN. : |y =46m-=s?

On remarque que la vitesse limite est une fonction affine du poids. Ainsi, le manque de représentation
des femmes dans les sports d’hiver, souvent justifié par une moins bonne performance pure, est
biaisé par la répartition moyenne de leurs tailles (et donc de leurs poids) plus faible que la
répartition moyenne des tailles (et donc poids) des hommes, rendant pour certains leurs records
moins impressionnants.

v
u(ty) = 51
< %f = pr(1—e "7
L 1—et/m
2
1
PN 7t1/T -
¢ 2

m m = 65k
@ avec T:X et {)\zlkgi_l
AN [= 53]

En tombant a ¢ = ¢;, la skieuse a pour vitesse v;/2. L’équation du mouvement sur u, ne change pas
de forme, mais on multiplie f par 10, donc T" = 10fmg. Ainsi, en posant t' =t — t1, en projection
sur u, et en négligeant A,

Z(t') = g(sina — 10f cos a) = z(t') = gt'(sinaw — 10 f cos ) + v;/2
On trouve le temps d’arrét ¢/, quand () = 0, soit

I
t, =

2¢g(sina — 10 f cos a)

et la distance d’arrét depuis le point de chute en intégrant & (') puis en prenant z(t)) :

’ 1 12/ . Ult/
z(t') = §gt (sina — 10f cos a) + -
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6 Meécanique — chapitres 1 et 2. Correction du TD d’entrainement

v =46m-s~*

2 —1
Uy g=10m-s
& lz(t) = —
w(ta) 8g(sina — 10 f cos ) avee a = 45°
f=09

AN. :|z(t) =4,7Tm
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