Mécanique — chapitre 6

Moment cinétique pour un point matériel
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2 Capacités exigibles

(O Relier la direction et le sens du vecteur moment
cinétique aux caractéristiques du mouvement.

(O Moment cinétique d’un point matériel par rap-
port & un point et par rapport a un axe orienté.

(O Moment cinétique d’un systéme discret de
points par rapport & un axe orienté.

(O Utiliser le caractére algébrique du moment ci-
nétique scalaire.

(O Moment d’une force par rapport 4 un point ou
un axe orienté.

(O Calculer le moment d’une force par rapport a
un axe orienté en utilisant le bras de levier.

(O Identifier les cas de conservation du moment
cinétique.

(O Théoréme du moment cinétique en un point
fixe dans un référentiel galiléen.
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2 Mécanique — chapitre 6. Moment cinétique pour un point matériel
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I. Moment d’une force 3

‘ 1 | Moment d’une force

VWS Par rapport a un point

Observation M6.1 : Rotation d’une planche

Lorsqu’une masse m est placée a distance d’un point « pivot », cette masse génére une rotation.

< On peut compenser cette rotation en met-
tant une méme masse a la méme dis-
tance de 'autre coté.

ﬁ M@E’)

<& On peut compenser cette rotation en met- [ i ] a0 d (m2)

Méﬁ?)

tance faible plus loin du pivot. P

<& Ainsi leffet est proportionnel a la dis-
FiGure M6.1

tant une masse plus grande a une dis- | . l 7
l 2

tance au pivot.

_| € Deéfinition M6.1 : Moment d’une force ./\—/l)o(]_f)

Le moment d’une force F appliquée au point M par rapport a un point
O est le vecteur :

— -

Mo(F)=OMAF

—| € Interprétation M6.1 : Sens d’'un moment

Le sens de /WO(F) indique la maniére dont la force F a tendance a faire tourner M autour de
O, et est donné par la régle de la main droite. Avec u, ascendant,

O Si Mo(F) || +i, F fait tourner M dans le sens direct

<& Si Mo(ﬁ) | —uz, F fait tourner M dans le sens horaire
O Si ./WO(F) = 6, F ne fait pas tourner M par rapport a O.
Direct Horaire Nul
—_— >
o olF) 1 o, Oe
O ‘ ~ ) b ~ —> /\ ) S S ~ M s ~ ~ —> — —>
3D \\\ F \\\ N - \\\ MO(F):O
> R 0 . " 1\./[\
M oN— o ﬁ)
Mo (F)

2D ~ > / S — ~ MO(
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@ Application M6.1 : Moment du poids

Un véhicule assimilé a un point matériel M de masse m se déplace
de haut en bas d’une colline; la trajectoire est assimilée a un quart
de cercle vertical de centre O et de rayon R. On note # I’angle que
fait OM avec la verticale.

Calculer le moment du poids par rapport a O.

On peut donc calculer le moment du poids :
Pour calculer le moment d’une force, on dé-

compose ladite force et le vecteur OM dans
la méme base. Ici, le poids s’exprime en
coordonnées_calrtésiennes : on projette donc
la position OM dans le repére cartésien. On
obtient ainsi :

{ P=-mga
OM(t) = Rit; = R(cos(6(t)) @2 + sin(6(t)) )

— -

Mo(B)=OM@®) AP
= —mgR(cos(0(t)) us + sin(0(t)u,) A u.
= —mgRcos(0(t)) u, N
=0
— mgRsin(0(t)) u, A u,

—_
—

|

<

—

| Mo(P) = +mgRsin(0(t))a,

g @ Attention M6.1 : Bonne pratique

On vérifie systématiquement que la direction du moment calculé donne bien le sens de rotation
attendu avec la régle de la main droite.

Par rapport a un axe orienté

On peut directement s’intéresser & la projection d’un moment.

¥ Définition M6.2 : Moment axial MA(I_T))

E Le moment d’une force par rapport a un axe orienté A est le scalaire défini par :

Ma(F) = (OM A F) - % = Mo(F) - a2

avec O un point de 'axe A. M est donc le projeté du moment ./Wo(j_?’)) sur 'axe A.

¥ Attention M6.2 : Moment axial MA(F?))
A 1) M est un scalaire puisqu’il est issu d'un produit scalaire.

2) M ne dépend pas du point O considéreé.

@ Interprétation M6.2 : Signe de MA(F)

or

o Cette fois-ci c’est le signe de M qui indique le sens de rotation par rapport a I’axe orienté :

o Si M A(]_T) ) >0, F fait tourner M dans le sens direct par rapport a 'orientation de A
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I. Moment d’une force 5

& Si ./—\/l—)A(F)
& Si ./—\/l—)A(F))

) <0, F fait tourner M dans le sens horaire par rapport & I'orientation de A
=0, F

ne fait pas tourner M par rapport a A.

IVA®R Bras de levier d’une force

— € Définition M6.3 : Droite d’action et bras de levier

e

Pour calculer le moment d’une force F' exercée en un point M par rapport a un axe orienté A
—

(souvent (O,u)), on décompose F' en deux composantes :

<& L’une paralléle a I'axe A, notée ]?ﬁ

<& L’une dans le plan perpendiculaire a I'axe A, notée FE

< On a ainsi 1_7):}7)’”—1—1?5).

| Droite d’action | | Bras de levier |

C’est la droite qui a méme direction que la ‘ C’est la distance d = OH entre I'axe A et le

force et qui passe par son point d’appli- 1 projeté orthggonal H de O sur la droite

cation. . d’action de Fp

— : -
A L, F | .
T F) s 3
| | .
1 o .'.F
: | / 9%,(& 0 -
——————— -5 Fi l T/ F
Ve N A (F) | U
0 &S “Ooni <° ; A OM Fa /N
9 o | .
‘\dg M | O o\~ M
SUH l 3
g | d
BN S ’
-...,.??_?.{;.. : ... H
i A
FIGURE M6.2 — Vue 3D : . '?‘f{z‘(;;b

FIGURE M6.3 — Vue 2D

—| @ Propriété M6.1 : Moment et bras de levier

. . . . - - —_—> —>
Soit M un point matériel, A un axe orienté et F' quelconque, telle que F' = Fa + Fq.

1) La force ﬁTA) ne fait pas tourner M autour de A : MA(F_’A)) =0

2) La force PTD) fait tourner M selon son bras de levier : | M A(Fﬁ) = j:dHP_’D> H

On détermine le signe en regardant schématiquement dans quel sens F_’D) fait tourner M.
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Démonstration M6.1 : Moment et bras de levier |

On commence par déterminer le moment de la force par rapport au point O de I’axe, puis on
projettera par produit scalaire avec ux. On a donc :

Ma(F) = Mo(F) - iz

O F||OM= Mp =0
O F|ug= Ma=0

S d=0=>Mar=0

3 R e,
Mo(F)=OMAF =OMA (Fa+ Fr) | & Mall) = Mo(Fa)ua
— — - — | Lax
& Mo(F) =OM A Fa+OMA Fry 3 ﬁ» Lino)) o2
Mo(l%)  Mo(ro) } + (OM Fo Sm(e)m) A
. o Ma(F) = OMsin(0) | Fa u
: S
I +d
Exemple M6.1 : Cas de nullité
A

e
<
L
‘m,_/‘c‘,
'-‘h/
o——»

FIGURE M6.4 —
Moments nuls

—t

¥ Outils M6.1 : Méthode du bras de levier

1
2

3
4
5

Identifier I’axe de rotation A et le point O dans le plan perpendiculaire & ux passant par M ;

(Optionnel) Projeter F dans ce plan perpendiculaire pour avoir F 0 si nécessaire ;

)
)
) Tracer la droite d’action, passant par M et dirigée par ﬁg :
) Placer le point H et calculer géométriquement d;

)

Identifier le sens de rotation avec la régle de la main droite.

@ Application M6.2 : Moments par 2 méthodes

Déterminer le moment des forces sur les systémes suivants par les deux méthodes présentées :
calcul direct et bras de levier.

[ Calcul direct |

| ¢ F=—Fu, et OM=—fu;,=OMAF =(Fiu, N, =(Fi
: 17; = MAF)IEF
Uy
7 LZ_, |Bras de levier|

B

d=1{ et rotation sens direct selon u, = |M_(F)=+(F

Ly
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II. Moment cinétique 7

| Calcul direct |

—> 1 —>
—-mgu, et OM; = —au,

e
M K Mo,
[C90000®Ea00090|

Ao

Py P,

MZ(]—Sl) =mga| et MZ(_—P)Q) = —mga

[ Bras de levier |

di =dy=a et sens direct pour 1, horaire pour 2

= MZ(]—DH) =mga| et MZ(_—P)Q) = —mga

. ~ . ’ |

On consideére trois forces, de normes égales |
a F, exercées sur une porte pour l'ouvrir. |
. N . !

Laquelle est la plus efficace ? Justifier & l'aide
|

|

|

|

'y

du bras de levier.

1) La premiére force créé un moment

M, (F)) = d,F

2) La deuxiéme force créé¢ un moment

Mz(ﬁ)g) = dgF > d F

O \J/ ds Hs®

FIGURE M6.5 — Schéma

3) La troisiéme force créé un moment

MZ(Fg) = dsF = dy cos(0)F < doF C’est donc ]_52 qui est la plus efficace.

I1 | Moment cinétique

IIVV.N Moment cinétique par rapport a un point

—| O Définition M6.4 : Moment cinétique o?O(M,t)

Le moment cinétique d’un point M par rapport & un point O dans le
référentiel (R est le vecteur :

Loja(M,t) = OM(t) A Puya(t) = OM(t) A mTaym(t)

Il traduit la « quantité de rotation » d’un point matériel.

I
|
I
I
|
I
|
I
— I
|
I
I
I
I
|
I
I
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| @ Interprétation M6.3 : Moment cinétique fo(M,t)

OM(t)
v(t) =7 (t)
Ainsi, le moment cinétique ne conserve une information que sur la rotation du

systéme. Si celui-ci est nul tout le temps, soit il n’y a pas de mouvement, soit le vecteur
vitesse et le vecteur position sont colinéaires et le mouvement est rectiligne.

r(r)u,
. —>
U

<& Considérons un repére polaire autour de 'axe (Oz). On a alors

Lom(M,t) = (r(t)i) A m(F(t)a; + r(bw(t)i)
= mr?(tw(t)us

> Si Lo(Mgt) || +@2, M tourne dans le sens direct
> Si Lo(M,t) | =2, M tourne dans le sens horaire

> Si :[’)0(1—5) = 6, M ne tourne pas M par rapport a O.

N
¢ La direction de Lo indique la maniére dont M tourne autour de O. Pour . ascendant,

Direct Horaire Nul
“ Lo(M,t) Oe_ R o« =
Oa, P SR ~Lo(M,t) =0
v RS \%M(w T \‘~°\
M — 3 o M,
pm(t) Pu(t)
,Co(M,t
~ - N
~ Q — —
D OG\\ p\M(t) O, N OG\\\EO(M,t):O
\\\ 9 [\ \\éo M,t) \\\\
S M M™ BPu(t)
Lo(M,1 p &)L
PN Moment cinétique par rapport & un axe orienté

—| O Définition M6.5 : Moment cinétique axial -La(M,t)

Le moment cinétique d’un point M par rapport & un axe orienté A dans R est le scalaire :

La(M) = zO/m(M) SUR = (éﬁ/\ Dm/R) - UR

avec O un point de 'axe. LA est le projeté du moment fo/m sur A.
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A

ITI. Théoréme du moment cinétique

Interprétation M6.4 : Signe de LA (M,t)

Cette fois-ci aussi, c’est le signe de LA qui indique le sens de rotation de M autour de I'axe.

¥ Attention M6.3 : Moment vecteur et moment scalaire

—

@ Propriété M6.2 : La et point O

e
LA est un scalaire, alors que Lo est un vecteur!

LA est indépendant du point O de I'axe A.

Démonstration M6.2 : LA et point O

Lo - iz [(OO+OM)/\pM/m]

=0

= (OO/\pM/ge) “UR +Lojw - Ux = Lom - U

UA

III| Théoréme du moment cinétique

IIIVVN Par rapport 4 un point fize

@ Théoréme M6.1 : du moment cinétique par rapport & un point fize

=
Pour un point matériel M de masse m soumis a des forces extérieures F'; dans un référentiel (R
supposé galiléen et O un point fixe dans R, on a

dt

dIo/m(M t)

Preuve M6.1 : TMC vectoriel |

11 suffit ici d’appliquer OMA ou de partir du résultat.

Alinsi,

dLo)x N 3
= — (OMA p) ! df
dt t | O/ _ NN AR
-7 1 dt Z OMA F;
R — ; i
dLor  dOM —— dp | =
= AP +OMA — : dL M.t s
dt dt £+ dt ; & %) => Mo(F;)| =
T T =, 7 3 i

IIIMAEE Par rapport a un axe orienté fize

@ Théoréme M6.2 : du moment cinétique par rapport 4 un axe orienté fize

-
Pour un point matériel M de masse m soumis a des forces extérieures F'; dans un référentiel R

supposé galiléen et A un axe orienté fixe dans R, on a

doCA M,t)

ZMA (F)
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10

Preuve M6.2 : TMC scalaire
On projette simplement le TMC version vectorielle sur ua :

dt dt

dOEA _d°EO/g€ —> . -~ /2 —
=4 TR a2 A—FO—Z:Mo(FZ) UA

dola -

e F; [ |
ST ;MA( )

IIIFA®E Application du pendule simple

@ Application M6.4 : Pendule simple par TMC

Systéme : {masse M} dans Ry.p, supposé galiléen

Schéma.

Modélisation.

<& Repére : (0,u,,ug,u).
< Repérage :
OM(t) = (@
=cte
T(t) = 00(t)up
a(t) = —L0*(t)a, + LO(t)uy

¢ Conditions initiales : #(0) =6, et 6(0) =0

FIGURE M6.6 — Schéma.

Bilan des forces.

g = mg (cos(0(t))uy — sin(6(t))ug)

3

Poids ]_5 =
Tension ?

Calcul des moments.

/I/l:o(z’:) = (luy) A mg(cos(@)ﬁi— sin(f)ug) = —mglsin(6(t))u;
Mo(T) = (1) A (~Tw) = 0
Lo(M) = (luy) A (mlbug) = me*0(t)u.
= | M,(P) = —mglsin(0(t)) et |MUT)=0] et |L(M) =m0

(6] TMC :
d.L,
ac Z M
o ml(t) = —mglsin(A(t)) + 0
=lée) + % sin(6(t)) = 0 m
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