— Mécanique — chapitre 8

Correction du TD d’entrainement

I | Barre fixée a ses extrémités

sans frottement autour de l'axe Oz (liaison parfaite) Son moment
d’inertie par rapport a cet axe vaut J, = —ma . Elle est attachée en A
a un ressort de longueur a vide £y et de raldeur k. L’autre extrémité ®
du ressort est fixe.

Considérons le systéme mécanique représenté ci-contre, constitué d'une
R . —>
barre homogéne de masse m, de longueur OA = 2a, libre de tourner g

1) A T’équilibre, la barre est horizontale et le ressort vertical. En déduire la longueur du ressort
I’équilibre en fonction de k, £y, m et g.

Réponse
& Systéme : {barre}
¢ Référentiel : terrestre supposé galiléen Yy
¢ Repére : (0,u,,u,,u,)
o Repérage : OC = aiis et OA = 2au. ) @7\/70 v)
L

<& BdF : a I’équilibre, le ressort est vertical, soit 0> @ ress

> Ij = —mygu, ; 7l

> Fr - k(geq - 60)17:,; é®)/\/lo

> F ;= 0 pas de frottements

& BdM : avec les bras de levier, qui se confondent ici avec les distances des points d’application
puisque les droites d’actions sont perpendiculaires & I'objet, on trouve

> ./\/lz(f’)) = —a X mg (sens horaire) ;
> M.(F,) = +2a x k(leg — Lo).
> MZ(Ff) = 0 pivot parfaite.
& TMC : a I'équilibre, pas de rotation donc

mg

MAP)+ M(F) =0 < —mga+2ak(le—l) =0 < leg=lo+ 5

&

2) La barre est légérement écartée de sa position d’équilibre, puis lachée sans vitesse initiale. Déterminer
la période des petites oscillations. Comme les angles sont trés petits, on peut considérer que le point
A se déplace verticalement.

Réponse
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2 Meécanique — chapitre 8. Correction du TD d’entrainement

Y,
Avec un angle, les droites d’actions ne sont plus perpendiculaires 3 4
a la barre donc les bras de levier ne se confondent plus avec les | /1&2
distances des points d’application. Il faut refaire un schéma et % r
| A
recalculer les moments : ‘ L Lasing.
: acos(f) f; i U

<& BdM
> ./\/12(1_5) = —acos(d) x mg;
> M.(F,) = +2acos(0) x k(¢ — l)
Or, ¢ n’est plus fe, puisqu’on n’est plus a l'équilibre. On trouve ¢ = loq — 2asin(f), soit

finalement N
M, (F,) = +2acos(0) x k(leq — 2asin(0) — )
> L, =J,0
& TMC :

d-L, -

at ZiMZ(F")
& J.0 = —acos(0) x mg + 2acos(8) X k(leq — 2asin(h) — o) > cos(d) ~ 1
& 1.0 = —mga + 2ak(leq — 200 — €0 sin(0) ~ 0
& J.0 = —mga — 4ak + 2ak(ley —

& J.0 = —mga + mege — 4akl
3k

o0+ 9—0 >
m >
:>T0:27T‘/§

2ak(leq — Lo) = mga

J. =

&

IT | Entrainement par frottements

On considére le systéme de deux disques en rotation, de moments
d’inertie J; et J, par rapport & l’axe horizontal orienté par w,. Ils
sont tous les deux en liaison pivot parfaite. Le second disque a une
vitesse angulaire wy, alors que le premier est initialement immobile. On
translate lentement les disques le long de I'axe jusqu’a ce qu’ils rentrent
en contact. Il n’y a plus de frottement aprés la mise en contact. ; p

- Uy

1) A quelle condition sur les vitesses angulaires n’y a-t-il plus de frottements ? Déterminer alors les
vitesses angulaires finales de deux disques par application du TMC sur le systéme total.

Réponse

Il n’y a plus de frottements si les deux dgques vont_a la méme vitesse angulaire. Or, le moment
cinétique total se conserve puisque M, (P;) = M (Pg) = 0 (forces passent par I’axe de rotation)

.. . ) : . L
et les liaisons pivot sont supposées parfaites ; ainsi % = 0 soit |L,(§) = cte|.
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II. Entrainement par frottements 3

En prenant une situation avant contact et a la fin du contact, on obtient

0+ JQWO = lel,f + J2W2,f

J— J2
U A A

> Wi, f = Wa,f = Wy
=lw

Wo

Ce résultat ne dépend aucunement du type de frottements; seule la durée du régime transitoire est
impactée par ’expression des frottements.

&

2) Faire un bilan d’énergie pour chaque disque séparément.

Réponse
Avec I’énergie potentielle de pesanteur prise & 0, on a :

].) Agm,l = ASCJ = %chUfZ — 0 soit

1 J \?
A, 1= —J 250
)1 9 1(J1+J2) Wo

Le disque 1 gagne donc de I’énerie cinétique grace aux frottements avec le second disque.

2) Pour le second,

1 1
Agmg = Agc,g = §J2wf2 — §J2W02

Soitl A&, = LJ J2 2—1 Wl <0
m2 = o2\ \ I+ 0

Evidemment, le second perd de ’énergie : il I'a cédée au premier et perdu une partie par
frottements.

&

3) Faire le méme bilan pour le systéme total.

Réponse

On somme les résultats précédents :

A, = A& 1 + A& 9

1U+J) S 2_ 1 2
== ————wy” — = Jow
& A8, = —= <0
2T+ I
&
4) Commenter les résultats.
Réponse

A cause des frottements, I’énergie mécanique totale diminue. En revanche, I’énergie mécanique d’un
sous-systéme peut augmenter ou diminuer.

&
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4 Mécanique — chapitre 8. Correction du TD d’entrainement

# |II1| Etagére murale

Une étagere est suspendue par quatre cables métalliques et fixée au
mur uniquement par deux pattes de fixation murale (en A et A’).
La planche est en bois, de masse m = 1,0 kg, de centre de masse
G situé a la distance R/2 de 'axe A = (OO’) et nous négligerons
la masse des cables.

R =20cm

1) Exprimer les 4 forces de tension des cébles en fonction de normes arbitraires, la force de réaction
B:N du mur sur la planche lorsque I'étagére est posée et en équilibre ainsi que le poids de ’étagére.
Ry est supposée normale au mur. Calculer les valeurs numériques des normes des forces a l'aide de
I’équilibre.

Réponse
On fait un schéma :

<& BdF :

D> En B et B’, les tensions des cables obliques sont portées par les vecteurs BA et B'A’. Elles ont
la méme norme 7T} par symétrie, et on peut déduire les angles OBA = 45° = O’B’A’ puisque
les triangles sont isocéles et rectangles. Ainsi, avec cos(45°) = \/75 = sin(45°), on trouve

- \/§ — -
TB = TTl(Uy - Uz) = jﬁB7

> En O et O, les tensions sont égales et verticales, soit

—> s —>
TO = Tguy = TO’
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III. Etagére murale 5

> De plus, la réaction du mur est ﬁN = Ryu..
> Enfin, le poids s’exprime P= —mgu,
<& BdM :

> le moment des tensions en B et B’ se trouvent par le bras de levier. Avec H le projeté
orthogonal de O sur AB, on trouve OH = R‘/Ti (OBA triangle rectangle isocéle, OH moitié¢ de

la diagonale et diagonale d’un carré de coté a = av/2). Ainsi,
— —> — — — — \/§
Ma(Ts+Tr) =2 x Ma(Tp) = =2 OH||Ts| & Ma(Ts + Ty) = —2 R T

sens direct 1 L
OH |7~
Ty

~ MA<TB + ?B’) = —RTl\/§

> Les moments des tensions ?o et ?0’ ainsi que la réaction du support ﬁN sont tous nuls,
puisque leurs droites d’actions passent par I'axe A.

> Finalement, & I’équilibre la droite d’action du poids est a une distance R/2 de I’axe de rotation,
et comme le poids fait tourner I'étagére dans le sens horaire, on a

mgR

MA(]_D)) =

<& PFD : a I'équilibre, la somme des forces est nulle, soit

T2+ 2T, = mg  sur 17;
TivV/2= Ry sur w,

& TMC : a l’équilibre, il n’y a pas de rotation donc la somme des moments est nulle :

R
RTlﬂ:—mg
<O Cecl : on trouve
mg mg mg
TNh=—=|=T,=35N : |Ry=—|=Ry=49N : [T, = —|=T,=25N
1 2\/§ 1 ) ) N 9 N ) ) 2 A 2 )
O

2) On imagine que les 2 cables fixés en B et B’ se rompent en méme temps. La planche n’est alors
retenue que par les cables OA et OA’, et elle tourne donc autour de I'axe A = (O0’). Nous
négligerons son épaisseur et admettrons que son moment d’inertie par rapport a 'axe A vaut
Ja = mR?%. Montrer qu’alors :

mgR

Ja

En déduire la vitesse angulaire de la planche lorsqu’elle percute le mur.

0% = sin(0)

Réponse

On reconnait I’énergie cinétique dans la partie gauche de 1’équation proposée. ILserait donc logique
de partir du TEC. On sait que la puissance d’'une force de rotation est Ma(F')w, donc le travail
élémentaire associé est M A(F) df. Or, les tensions en B et B’ n’existent plus et les moments des
tensions en O et de la réaction normale sont toujours nuls : il ne reste que le moment du poids.
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6 Mécanique — chapitre 8. Correction du TD d’entrainement

Or, avec un angle 6, le bras de levier diminue et on trouve M A(I—D)) = ngR cos(#). Ainsi,

Agc - W<P> gc,rot = %JAéz
1 ® mgR DMA(ﬁ) = MR (os(6)
& —Jal :/ cos(#) df o 2
? 0 2 > Jy cos(9) a6 = [sin(6)]§
& = Jaf? = g sin(6) sin(0) =0
2 2
o2 = ™ Gn o) n
Ja
Quand I'étagere touche le mur, 6 = 7, d’ou
éf = BEg & 9f = 12rad-s™*
&

# | IV| Expérience de CAVENDISH

L’expérience réalisée par CAVENDISH en 1789 a permis a ce dernier d’obtenir une valeur remarquable
de la constante de gravitation universelle, ¢. Le dispositif est constitué de deux petites spheéres,
de masse m = 0,72kg, fixées aux extrémités d’'une tige de masse négligeable, rigide, et longueur
¢ = 180 cm et suspendue horizontalement, en son milieu, & un fil de torsion vertical et trés fin de
constante de torsion C': si la tige tourne d’un angle 6 par rapport a sa position d’équilibre § = 0, le
fil exercice ainsi le couple de rappel I' = —C6u;, sur la tige.

Deux boules de plomb de masse M = 160 kg sont fixées, I'une derriére une petite sphére et 'autre
devant I'autre petite sphére, a une distance r = 20 cm définie sur le schéma ci-dessous. Les deux forces
d’attraction gravitationnelle produisent un couple qui fait tourner la tige d’un angle 6 par rapport a
sa position au repos. Les deux petites sphéres se rapprochent ainsi des boules de plomb jusqu’a ce
que la torsion du fil s’équilibre avec le couple gravitationnel.

z o O
Om|r
Fil de torsion~| 4 e @t .
r | mQ Oz
m m
o o O OM
< 7 N
Vue de face du pendule Vue de dessus avec les boules de plomb

1) Nous cherchons dans un premier temps a déterminer la constante de torsion C' du pendule en faisant
osciller celui-ci. Les boules en plomb ne sont pas encore présentes.

a — Montrer a 'aide du TMC que l'oscillateur est harmonique, de pulsation propre wy = ,/n%—%.

Réponse

Soit A = (Oz) I'axe vertical ascendant. Chacune des deux sphéres étant en mouvement de
rotation de rayon ¢/2 autour de A a la méme vitesse angulaire 6 et la masse de la tige étant

négligée, le moment cinétique total de I’ensemble {tige+deux sphéres} par rapport a A est
L =129,

2
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IV. Expérience de CAVENDISH 7

Ce systeme est soumis a l’action de son p01ds et de la tension du fil, dont les moments par
rapport a A sont nuls, et au couple de torsion T = —Chu;.

L’application du TMC scalaire conduit donc a

£2
=l =0
.. QC
C’est bien un oscillateur harmonique de pulsation wg = Ti—%;.
O
b — La mesure de la période Tj des oscillations donne 75 = 7,0 min. En déduire la valeur de C.
Réponse
2m2ml?
=" | 0 =926 %10 N-mrad™
To?
&

2) Les boules étant placées, déterminer I’expression de la déviation angulaire 6 par rapport a la position
d’équilibre. On tiendra compte du fait que € est extrémement faible pour évaluer le couple exercé
par les deux boules de plomb.

Réponse

On se place dans le systéme de coordonnées polaires, de base associée (i,.,ug,u,) pour chacune des
deux spheéres, et on estime que la distance entre une des sphéres et la boule correspondante est

l l
r——sin(f) ~r — =0
2 () 2
On néglige aussi ’action de la boule la plus éloignée. On suppose de plus que la force de gravitation
exercée par la boule sur la sphére est portée par 4y, et on utilise le développement limité (1 —

r)™2 ~ 1422

r—0

Fg:g(r__0)2lw~ 2 1—|—;9

Le moment de cette force par rapport a A est ainsi, avec d du bras de levier égal a ¢/2 :

M (F,) = Gt (1+§9)

272

- mM g’mM( é)_,
~ w

On en déduit que le moment total des deux forces gravitationnelles est le double de ce moment
unique :

. M ¢
Ma(F yror) = QTZ (+;9>

Ainsi, avec le TMC :

2
%0 — —cp 4 S (1 + fa)
r r )
Equilibre
NP GmMr >
T O3 — GmM{,
&
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8 Mécanique — chapitre 8. Correction du TD d’entrainement

3) La valeur obtenue par CAVENDISH & l'aide de ce dispositif et ¢ = 6,75 x 10~ N-m?>kg 2. En
déduire la déviation angulaire et commenter.

Réponse

feq = 1,4 x 107 rad

Ainsi, CAVENDISH avait donc développé une méthode de mesure d’angle avec une précision inférieure
au milliradian !

Pour une vidéo sur le sujet, voir notamment celle de Steve MOULD : https://youtu.be/70-
_GBymrck?si=61BDUeYnSixdLS3c

&

Lycée POTHIER 8/8 MPSI3 - 2024/2025


https://youtu.be/70-_GBymrck?si=6iBDUeYnSixdLS3c
https://youtu.be/70-_GBymrck?si=6iBDUeYnSixdLS3c

	Correction du TD d'entraînement
	Barre fixée à ses extrémités
	Entraînement par frottements
	Étagère murale
	Expérience de Cavendish


