Mécanique — chapitres 7

Correction du TD d’application

o ‘ | |Cométe de HALLEY

La cométe de HALLEY est la plus connue. La premiére mention de son observation
date de 611 av. J.-C. en Chine, et on la retrouve tout au long de I’Antiquité et du
Moyen Age, évidemment sans savoir qu’il s’agit d’une seule cométe. Cette découverte
a été formalisée en 1705 par Edmond HALLEY, qui publia un livre avangant que
les observations en 1531, 1607 et 1682 concernaient en fait la méme cométe. Son
prochain passage est prévu en 2061. On sait aujourd’hui que la cométe de HALLEY
suit une trajectoire elliptique de période de révolution autour du Soleil 76 ans, sa
distance minimale au Soleil étant de dp,;, = 0,59 UA.

E <& Masse solaire Mg = 2,0 x 1030 kg.

<& UA signifie « unité astronomique », et correspond a la distance moyenne entre la Terre et le Soleil. 1 UA =
1,5 x 10* m.

Faire un schéma de la trajectoire de la cométe en faisant aussi apparaitre la position du Soleil et dpiy.-

Réponse

Cjww - CJ/m'

S

La 7
&

Déduire de la troisiéme loi de KEPLER la plus grande distance de la cométe au Soleil.

Réponse

On trouve vite
dmax + dmin =2a & dmax = 2a — dmin

Deux méthodes pour les unités :

Tout en SI

En unités astronomiques |

i § l 3
ay  GMs 4 : P r
- —11 !
avec Mg _ 625787;(1(1)20 k . | Ty = 76 ans
ST 8 9 ! AN. : ag =179UA avec ar = 1UA
Ty = 76 ans = 2,40 x 107 s ! = B Ll ]
| T = l1lan
AN. : ag =2,69 x10?m =17,9UA |
a=179UA
Dans tous les cas, dmax = 204 — dpmin  avec {dmin — 059 UA

AN. : dpae = 35,3UA

&

Une conique est décrite par une équation polaire de la forme

p

P A
r(©) 1—ecost
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2 Mécanique — chapitres 7. Correction du TD d’application

ou l'origine du repérage polaire est prise sur un des foyers de la conique. Déterminer le paramétre p et 1’excentricité

e de la trajectoire de la cométe de HALLEY.

On décrit dmin et dmax avec r(6) grace a un schéma :

dunin = 7(0) = 17 L—e=r(0)= =
p° @
dmax = 7(m) = T+e l+e=r(r)= i

) +(2) =

1 1 |

l—g+14¢= |
¢+ +¢ p<dmin+dmax> !
dmx dmin ‘

dmin dmax

slp= 92 dmindmax

dmin + dmax

Réponse

)

f+e—({—e) :p(d:ax B dlrllin)

@26—2 E\d’m@.& ( min — mdx)
mln + dmax min
Amin — d
ale = min max
dmin + dmax

IT | Frottements d’un satellite

Un satellite S de masse m décrit une trajectoire circulaire uniforme d’altitude hy autour de la Terre de masse My

et de rayon Ry, dans le référentiel géocentrique.

pourra localement introduire R = Rt + hg.

Systéme : {satellite} point matériel M de masse m

Reéférentiel : géocentrique, supposé galiléen.

Repére : polaire (O,u,,uy) avec O centre du Soleil, R le rayon supposé constant

(R=0).
Repérage : .
OM = (Rt + ho)u, = Ru,
T =Rbug = v=IRfl
@ = —R0’u, + Rbug
Bilan des forces : fg = —g’mé\ngT; =&, = —Qmj\fr

[6] PFD :

N o '2 mMT —> N QM :

i = Ty | =G e = [Ty
mRI =0 < 9 = cte (M7.2)

(M7.1) donne alors 3
GMr :

| M7.3)

"""V Re+ho (M73)

&

Réponse

Exprimer la norme v de son vecteur vitesse et son énergie mécanique &, en fonction de ¢, My, m, Ry et hg. On

FIGURE MT7.1 —
Orbite circulaire.

Enfin, avec (M7.3) et I’énergie mécanique, on

1 . M
&n = ~mR2? — ¢
2 R R0— GCM
o & 1 @M~ mM B R
= —mM —
"2 R Y R
1 mMT
S =—=Q—— |
2JRT+hO

Le satellite étant sur une orbite basse, il subit de la part des hautes couches de I’atmosphére une force de frottements

qui modifie son altitude h. Cependant, on considére que la trajectoire sur un tour reste quasi-circulaire;
ainsi les expressions précédentes restent valables en remplagant hy par h(t).
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III. Alerte a astéroide! 3

dém

a — Le travail des forces de frottements est-il moteur ou résistant ? En déduire le signe de <g=.

Réponse

Les forces de frottements sont toujours résistantes. En effet,
—> N — 2
Fy=—-av donc @P(Fy)=—-av°<0

dé,, -
at (Fy) <0

D’ou par TPM

&

b — Comment évolue le rayon de 'orbite du satellite au cours du temps ? Tracer I’allure de sa trajectoire.
Réponse

r(t) diminue forcément, puisque | W//k’/ “‘:::\
! / NAY
= ——" N\, quand A\, B I
Ry + h(t) ! \\\\\\ // )

! N S==- PRy

Attention, &,, < 0 donc |8,,| / quand h \, mais on a bien &,, \,. } \\\\\_,/ e

&

¢ — En déduire le sens de variation de la vitesse. Commenter.
Réponse

| GmM
v = m donc ‘v/‘ quand h\(‘

Peu intuitif a priori car les frottements sont censés réduire la vitesse, mais en réalité les frottements réduisent
I’énergie totale d’un corps. A la surface de la Terre sur un sol plat, les frottements ne font que perdre de
I’énergie cinétique, mais ici réduire I’énergie mécanique réduit le rayon, et la vitesse doit augmenter en vertu de

la 3¢ loi de KEPLER.
O

& | 111 Alerte a ’astéroide!

M., H

>
>

Vo P

b Vp
Pmin
(@)
&
e. ® ‘ e,

FiGURE MT7.2 — Trajectoire de ’astéroide.

De nombreux objets, dits géocroiseurs, passent a proximité de la
Terre. .. et parfois la heurtent !

On considére ici un astéroide de masse m actuellement trés éloigné
de la Terre et de tout autre astre. Il a donc un vecteur vitesse vg
constant. Le prolongement de sa trajectoire rectiligne passe a une
distance b (appelée parameétre d’impact) du centre O de la Terre.

Cependant lorsqu’il se rapprochera de la Terre, 'attraction gra-
vitationnelle de celle-ci va dévier ’astéroide selon une trajectoire
hyperbolique. On appelle périgée le point P de cette trajectoire le
point le plus proche du centre de la Terre.

Quelles sont les deux grandeurs dynamiques de ’astéroide qui se conservent au cours de son mouvement ? Traduire
en équation leurs conservations entre les deux position M, et P.

Réponse

<& Energie mécanique :
1 Mm
Em = 8.+ 8, = —mv* — C—— = cte
2 r
D> Lorsqu’il est trés éloigné (Mo, ), v = vp et  — 0o donc ’énergie potentielle est nulle et &, = %vaQ.
Mm

Tmin

D> Au périgée P, §,, = %mvPQ -G

Ainsi, —mu? = —mup? — ¢ (M7.4)
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Mécanique — chapitres 7. Correction du TD d’application

<& Moment cinétique : fo(Moo) = zo(P) d’on

OM_. A 5% = OP A ¥p
o ((ﬁJrHMOO)/\ng:(ﬁ)’/\?fp
& —bve + 0 = F'minVpel

[0 = ragte] iz
O

En déduire la distance minimale d’approche ry,;, = OP.

Réponse

On remplace vp par son expression (M7.5) dans ’équation (M7.4) :

(M7.4) — (M7.5) =

Or

D’ou avec rpin > 0 :

M 1 2
g m = —meOQ (b2 — 1)

Tmin 2
< Uozrminz + 2gMTmirl - UOQb2 =0
A = 4G*M? + 4vp*b? > 0

_QM+ QQM2 +U04b2

Tmin =

&

Application numérique : vo = 2,0km-s~! et b = 140000 km. L’astéroide va-t-il heurter la Terre ?

Réponse

AN. : rpin =72000km > R =  pas de collision!

&
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Mécanique — chapitres 7

Correction du TD d’entrainement

R ‘ | |Changement d’orbite

Un satellite artificiel assimilé a un point matériel M de masse m trouve sur une orbite
circulaire provisoire de rayon r1 = 7500 km autour de la Terre. On souhaite le faire
passer sur son orbite définitive de rayon ro = 42200km (orbite géostationnaire).

Pour cela, on le fait d’abord passer sur une orbite de transfert elliptique dont le
périgée P est a la distance 1 et 'apogée A a la distance ro du centre O de la Terre.
Dés que le satellite arrive en A, on le fait passer sur I'orbite circulaire de rayon rs.

Ces deux changements d’orbite sont obtenus par allumage d’un moteur placé sur le
satellite : ce processus est trés bref (par rapport aux périodes orbitales), donc on
considérera que la vitesse passe instantanément de vy & v.; en P, puis de ves & vo
en A (sans changer de direction dans les deux cas).

Mreme = 5,97 x 1024 kg ; G = 6,67 x 10~11SI : m = 1000 kg.

Calculer la vitesse vq.

Réponse

Sur une orbite circulaire, la vitesse est uniforme et on a v; = r161. Avec le PFD usuel, on trouve

. GM GM
0 = 4—3 =|vy =4/ 22— |= v, =7300m-s~!
ol —_—

Donner I'expression de I’énergie mécanique du satellite sur chacune des trois orbites, en fonction de r1 et rs.

Réponse

Ici aussi calcul classique :

1 2 GMm _1GMm  GMm

& . — Zmu? —
me QmUZ T 2 T T
M M
Dot g, = IMml g, = GMm
’ 2ry ’ 279

Pour Dorbite elliptique, on remplace r par a. Or, on relie a au rayon rp et rp par la définition du grand axe, et on
identifie rp & 11 et rao A 7y :
20 =1rp+ra=171+7T2

Mm

L+ 1o

= ‘gme:_g

&

Calculer la vitesse ve; aprés le premier transfert, et la variation Avp = v.; — v1. Calculer également le travail Wp
fourni par le moteur au satellite en ce point.

Réponse
Le changement de vitesse instantané suppose que la position est fixe et que ’énergie potentielle reste donc constante
pour passer de v; & ve1. Ainsi, allumage du réacteur ne fait changer que la vitesse, et on a

Al,egm = 8'm,e - 8m 1

)

T1+T2_£ 2 2

T — P — M
2y =12 e m
27”1(7’1 + ’I"Q) 27"1

1 1 1 1
& —GMm ( ) = —mv? — —mo?

1
& §mv§1 =-GMm (
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6 Mécanique — chapitres 7. Correction du TD d’entrainement

1 M
& Sy = Iy — (- 1))
2 27”1(7“1 +72) L 1
¥
&\ Vel = M & v = 9520m-s !
Tl(T’l —|— 7’2)
= Avp = 2220m-s !
TEM : A1,68771 - ALeW(Fmot) = WP
M _
@szw = Wh = 19GJ
27’1(?”1 +T2)

&

Déterminer une relation entre veq, ve2, 71 €t ro. Calculer ves.

Réponse

Relier des vitesses et des rayons ensemble sur deux parties de la trajectoire laisse penser qu’on cherche & trouver une
constante du mouvement permettant de relier ces grandeurs entre elles a deux instants. On a déja utilisé le théoréme
de I’énergie mécanique, on doit chercher une autre grandeur conservée.

La plus évidente est le moment cinétique, et en effet aux points P et A I'expression du moment cinétique est simple,
puisqu’on y a 7pj4 =0 :
Lo(P) = 0P AmUp = r1lt, A Mg = Mrivei,

fQ(A) —OA A MU A = MIoVeall,

dr Nt
Or &2 =0 = I Vel Ty, = P2V 00 Do
S| T1Vel = T2Ve2
Lo T 2GMr
Ainsi vy = o L =[2G
T2 ro(r1 + 12)

AN. : vy =1690m-s~!

&

Calculer la variation de vitesse Ava = v9 — veo lors du second transfert, ainsi que le travail ¥4 fourni par le moteur
au satellite.

Réponse

On reprend v, avec la premiére question, et on calcule la différence de vitesse avec la derniére :

M
vy = G _ 3080 m-s~*
T2
= | Avy = 1390ms7!|
CM CM
De plus, A&gém:WA@WA:—J m-l— el
2r9 71+ 7o

GCMm(rg —r1)

S| W =
A 27"2(T1+7’2)

< Wh =3,3GJ

On sait que la vitesse diminue quand r augmente (3¢ loi), donc ¥ N\, de P a A : c’est bien logique.

&

& | II | Modéle de BOHR de ’atome d’hydrogéne

Pour expliquer le spectre de raies de ’atome d’hydrogéne observées expérimentalement, Niels BOHR a proposé un
modéle qui s’appuie sur les hypothéses suivantes : dans un référentiel galiléen lié au noyau O,
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II. Modéle de BOHR de I'atome d’hydrogéne 7

<& T'électron décrit une trajectoire circulaire sur laquelle il ne rayonne pas d’énergie ;

<& Télectron échange de ’énergie avec ’extérieur sous forme de lumiére lorsqu’il
change de trajectoire circulaire ;

< la norme du moment cinétique de 1’électron est quantifié et ne peut prendre

que des valeurs discrétes vérifiant la relation :

h
Lo, =nx— neN*
2w

avec h = 6,63 x 10734 J.s

Une orbitale électronique correspond & une valeur de I'entier n. Elle est caractérisée par un rayon r,, une vitesse v,, et
une énergie mécanique &, (n).

Ce modéle semi-classique n’est pas complétement satisfaisant, mais il prédit le spectre de raies de I'atome d’hydrogéne.
On rappelle qu'un atome d’hydrogene est constitué d’un noyau (charge e = 1,602 x 107! C, masse m,,) et d’un électron
(charge —e, masse m, = 9,11 x 10731 kg). On donne les valeurs numériques de la célérité de la lumiére dans le vide
c=3,00 x 108 m-s~! et la permittivité diélectrique du vide g9 = 8,85 x 10712 F-m~1!.

Rappeler 'expression de la force d’interaction exercée par le noyau sur 1’électron et de ’énergie potentielle dont elle
dérive.

Réponse

Avant toute chose, on étudie le mouvement de I’électron dans le référentiel lié au noyau, supposé galiléen. L’électron
est animé d’un mouvement circulaire et uniforme de centre O. On I’étudie en coordonnées polaires d’origine O. Dans
ce systéme de coordonnées, et avec 77 = 0, on a :
V3 —> —> A—> — U2 —>
OM=ru, et v=rbug e a=-——u,
r

La seule force dont il faut tenir compte est la force d’interaction coulombienne qu’exerce le noyau de charge +e sur
I’électron de charge —e :

2 2

- e e
F.= —726: = Epe=——"
dmegr dmegr

On peut négliger I'interaction gravitationnelle face a cette force.

&

Utiliser le fait que les orbitales soient circulaires pour exprimer le carré v,2 de la vitesse de 1’électron en fonction de
la distance r,,.

Réponse
On projette le PFD sur @, :
V2 e? 9 e?
—Me =TT S|V = ——
Tn dmegr dmegmery,

&

Utiliser la quantification du moment cinétique pour exprimer le rayon de la trajectoire en fonction de n, h, m. et e.
Calculer alors sa valeur pour n = 1.

Réponse

On a le module du moment cinétique :

n nh
Lo, =MeTpUn = — S Uy = ————
2w 2TMeTy,

e2 n2h?
2

dregmery,  4m2m2r2
n2 h2€0

Tmee?

&|r, =

On trouve alors r1 = 52 pm

&
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8 Mécanique — chapitres 7. Correction du TD d’entrainement

Exprimer I’énergie mécanique &,,(n) de I’électron et montrer qu’elle se met sous la forme &,,(n) = —%. Donner
I'expression et la valeur numérique de A en électron-volts (on rappelle que 1eV = 1,6 x 1071°J).
Réponse
Em(n)=8.+8,
1 2 2
< gm(n) = 7mevn2 - ¢ = — €
2 dmegry, 8mwegry > i n2h2e,
4 " 2
e*m. 1 A TMee
S mn) =g =~ T2
etm, 18
avec = S A=217x10""°J=13,6eV
8602}12

&

Sachant que le passage d’un niveau d’énergie &,,(n2) a un autre &,,(n1) se traduit par I’émission d’un photon de
fréquence v telle que AE = hv, en déduire que les longueurs d’onde \ émises vérifient :

On rappelle que v = ¢/A. On donnera 'expression de la constante de RYDBERG Ry et sa valeur numérique.

Réponse
1 1 c
AE=A|——-—— )| =hv=h—
(TLQQ n12> v A

sl _4/1 1
A he \no?2  ng2

1 11 A 4,
@ARH<n2> avec | Ry = — = S | Ry = 1,09 x 107 m~

22 m he  8g¢2ch3

&
II1 | Expérience de RUTHERFORD

Entre 1909 et 1911, Ernest RUTHERFORD et ses deux étudiants Hans GEIGER et Ernest MARSDEN ont réalisé et
interprété une expérience consistant & bombarder une mince feuille d’or avec des particules o (que RUTHERFORD avait
précédemment identifiées comme des noyaux d’hélium). Ils observérent que la plupart de ces particules traversaient la
feuille sans étre affectées (donc ne rencontraient que du vide), mais que certaines étaient déviées, parfois trés fortement :
les angles de déviation pouvant étre reliés aux dimensions microscopiques, cela permi la découverte du noyau atomique
et 'estimation de sa taille.

On considére ici une particule  de masse m et de charge +2e,
venant de I'infini avec la vitesse v5 = —vge,, et s’approchant avec
le paramétre d’impact b d’un noyau cible de numéro atomique Z.
La particule est repérée par ses coordonnées polaires (r,0) dans le
plan (Ozy).

Le noyau reste pratiquement immobile dans le référentiel terrestre :
on travaille dans ce référentiel supposé galiléen, le repére étant centré
sur la position O du noyau. La trajectoire suivie par la particule «
est une branche d’hyperbole représentée ci-contre.

Donner l'expression de la force électrique subie par la particule «, sous la forme F= %e_; ainsi que celle de son
énergie potentielle d’interaction.

Réponse
- 1 2Z¢? Ze? 1 2Z¢?
F = Y e|=K= t Sp =
dmeg T2 € 2meg ¢ P drey 1

&
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III. Expérience de RUTHERFORD 9

Montrer que I’énergie mécanique &,, de la particule o est une constante du mouvement et donner sa valeur.

Réponse
—_>

Particule soumise uniquement & F' conservative, donc &,, = cte, ainsi

1 Ze?

1
Em = cte & 8.+ E,(r) = cte & §mv2 + Smee 7 cte

1
Or initialement v(0) vy et 7(0) = o0 =
&

Montrer que le moment cinétique L o de la particule o en O est un vecteur constant, et donner la valeur de cette

N
constante a l'aide des conditions initiales. Montrer que L' s’exprime de maniére simple en fonction des variables r
et 6.

Réponse
dlo —— - - 5=
O _OMAF =0 «|Lo=cte
d¢ =
[|OM

Or Z6(0) = (w02 + b&2) A (—mueel) &
De plus, Lo =rer A (7er + rleg) < (et 720 = bug)
&

Montrer que I’énergie mécanique peut se mettre sous la forme §,, = %mi‘Q + &,,(r) et expliciter la fonction & (r).
Comment 'appelle-t-on 7

Réponse

1 )
ém = §m(T2 + T202) + ép(’r)
Lz
2mey T

1 . b2 vg2
& En = 3m <7“2 + Tzo ) +
1 b2 1 Ze?
_l’_

1 .
& émzimrz—ng»eff(T) avec | 8pen(r) = gm—o— 2meg T

On l'appelle I’énergie potentielle effective (ou efficace).

&

On note S la position de la particule o pour laquelle elle passe au plus prés du noyau d’or, et on note r,;, = OS la
distance minimale d’approche. Que revient 1’expression de &, lorsque r = i, 7 En déduire que

K mbug? 2
min = —— |1 1 —
" mug? Tyt ( K )

Réponse
Lorsque 7 est minimal, sa dérivée est nulle donc &,, = &, eff ("min). Alnsi,

K

S MU Tmin> — 2K rmin — mb?vg? = 0 mug

| = A= K?+ (mbv®) > 0
& — 1 mb*uvo* 1 22 K + /K2t (mbv?)? > Tmin > 0
T2 i 27EQ Tmin 3 = Tmin = mug2
- 5 1 mbuyy? K ! -
oM = T2 . | K bug?
2 2 2. Tmin 3 ol = ) Py (m Vo )

@ On donne eg =89 x 107 12Fm!,e=16x10"1"C, m = 6,6 x 10727 kg, vo = 2,0 x 10" m-s~! et Z = 79 pour L'or.
D’autre part, on peut montrer que ’angle de déviation D de la particule est donné par la relation

¢ D K
an| — | = ——
2 mbug?
Calculer b puis ryi, pour D1 = 60° et pour Dy = 180° (particule envoyée vers U'arriére). En déduire l'ordre de
grandeur de la taille du noyau d’or.
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10 Mécanique — chapitres 7. Correction du TD d’entrainement

Réponse

- K B Ze?
 mug2tan(D/2)  2megmug? tan(D/2)

AN. : by =24x107"m et by=0 donc Tmin,1 = 2,4 X 107"m et rmin 2=27x 107 m

La taille caractéristique du noyau d’or (assez gros) est donc de lordre de , soit environ 10000 fois plus
petit que 'atome.
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