— Electrocinétique — chapitre 3

Circuits du 1° ordre
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(O Déterminer la réponse temporelle dans le cas d’un ré-
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On appelle circuit linéaire du premier ordre un circuit électrique dont ’évolution des grandeurs électriques est
régie par des équations différentielles linéaires a coefficients constants et du premier ordre. On étudie ici leur réponse a
un échelon de tension.
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Electrocinétique — chapitre 3. Circuits du 1°* ordre

2
‘ I |Circuit RC

Circuit RC série : charge

Définition E3.1 : Echelon de tension

Un échelon de tension est montant depuis ¢j s’il est de la forme ; p u) Consigne
t<to)=0 : |
{ZE ¢ ; tgg -5 avec FE la consigne montante : } -
! = 2
| < 8
Il est descendant depuis ¢1 s’il est de la forme | 25 ;o;
t<t))=EF : 1
{Z% . i ti% —0 avec 0 la consigne descendante | Consigne
o ! 0 to t1 t

I/A)1| Présentation

Définition E3.2 : Circuit RC en charge

—

y .

O 11 est constitué d’un générateur idéal de tension en série avec une

résistance et un condensateur idéal.

< On suppose le condensateur initialement déchargé.

& A tg =0, on ferme linterrupteur.

Ficure E3.1

I/A) 2| Equation différentielle du circuit

@ Démonstration E3.1 : Equation différentielle RC échelon montant et CI

Equation différentielle

| Conditions initiales |

l 0~ — ! 0 —
Loi des mailles pour t > tg : e ) i(0 2 =0 o i(07) . E/R
| l
UR.JFUC:E QuR—Rz 3 51 ur(07) =0 | 51 ur(0") =E
iRHuCZE Qi—zc—cm a i(07) | i(0%)
- - dt ! . I .

& RC—Z;C +uc=FE l ET i(07) ET i(07)
dug 1 E 3 uc(07) = ()T —_—C uc(0h) = OT—— C
@t RC" T RO | :

>Canonique | :
dgic 1 c= E " FiGure E3.2 — En 0~ 1 FicUure E3.3 — En 0"
t T ! !

@ Propriété E3.1 : Equation différentielle RC échelon montant

montant E s’écrit

dUc 1
o trie= 7
dg 1 CE
C: — 4+ —q=—
o, X dt Tq T

avec

(E3.1

L’équation différentielle de la tension uc(t) aux bornes d’un
condensateur dans un circuit RC avec un échelon de tension

)

Par continuité de la tension aux
bornes d’un condensateur, on trouve
la condition initiale

luc(07) = uc(0h) = 0|

l4(07) =q(0") =0]

ou
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I. Circuit RC

Application E3.1 : Dimension de RC

Montrer, par analyse dimensionnelle, que RC est homogéne a un temps.

| Analyse directe |

On a [RC] = Q-F. Or, [ =[Cul & C=FV&aF=AsV!
de plus, [ul =[Ri] & V=0AQ=V-A"!
Ainsi, [RO]=QF=V-AhAsV! & [[RO]=s

| Analyse indirecte |

Une équation physique est homogéne. Or, —utc u—g = "c
duc uc [uc] [uc]
1 /) = o Ol ~ 1RO =
ators { dt ] {RC’} [t] [RC] [RC] = 1]

I/A)3 | Reésolution de I’équation différentielle

— Important E3.1 : Résolution EDLCC

Se référer a la fiche 5

On écrit ’équation homogéne associée a 1’équation différentielle obtenue.

On trouve et résout le polynéme caractéristique.

On écrit alors la forme homogéne yy,(t).

On détermine la/les constante(s) a 1'aide des conditions initiales.

E Conclusion.

On recherche une solution particuliére constante de I’équation générale, de la forme y, = A.

On injecte la forme générique y;(t) = Ke™, K € R, r € C dans I’équation homogene.

@ On écrit la solution générale, somme de la forme homogene et de la solution particuliére : y(t) = yn(t) + yp

@ Démonstration E3.2 : Tension RC série montant

. C o (E3.1) E —
Solution particuliére : =2 =0 —i— — ? &

. duc
Equation homogéne : Zt + uC r=0
. Kt
Forme générique : uc,n(t) = Kexp(rt) :> 7“ Kt —— =0
T
1 1
Polynoéme caractéristique : r+—=0 donc r=-——
T T
. N t
Solution homogeéne : uc,p(t) = K exp <—>
’
. (E3.4) t
@ Solution générale : uc(t) = ucn(t) + UC,p( = )E + Kexp| ——
-
e CI (E35
Conditions initiales : uc(0)=0 = E K exp & K=-F

Conclusion : uc(t) = E — Eexp (—)
pu

(E3.2)

(E3.3)

(E3.4)

(E3.5)
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4 Electrocinétique — chapitre 3. Circuits du 1°* ordre

—| € Propriété E3.2 : Tension RC montant

On trouve 7 & 'intersection de yo(t) avec la consigne. Ficure E3.5

| uc(t)
La solution de I'équation différentielle de la tension uc(t) d'un circuit RC E
soumis & un échelon de tension E avec uc(0) =0 est !
t _t 1
uc(t)=E (l—exp<—>> ou |q(t)=CE (1—e T) !
T l
et uc(t) est continue. Quand t — +00, uc(t) = E. On est alors en régime |
permanent : uc(t) ne varie plus. La vitesse a laquelle ce régime est atteint | 0 a
dépend de la valeur de 7 la constante de temps. |
l Ficure E3.4
I/A)4| Constante de temps, régime transitoire
— @ Outils E3.1 : Détermination graphique 7 RC montant
S up(r)=E(1—e ) ~063-E el
| E .
On trouve 7 en lisant I’abscisse telle que uc(7) = 0,63 - E. | !
< Soit yo(t) la tangente a la courbe en ¢ = 0. On a : 1 0635 |
duc|  uc(0) E E | i
= — & t) = — | H
dt |, T T b (®) T | |
=0 1 !
t E : :
AiIlSi yo(t) = / y6 (t)dt = *(t — t()) = Yo (T) = E : ¢ — );57;( )'t
to T B — : transitoire permanent

— Définition E3.3 : Temps de réponse

Le temps de réponse d’un circuit d’ordre 1 est le temps & partir duquel on peut considérer la consigne de
tension ou de courant atteinte, c’est-a-dire qu’on est en régime permanent.

Pour cela, on se fixe un seuil arbitraire & partir duquel on considére le régime permanent atteint, ici 99%.

Démonstration E3.3 : Temps de réponse RC montant

On traduit mathématiquement la définition : On isole ensuite I’exponentielle :

uc(teg) = 0,99E | tog |
¢ > solution de uc | < exp B 0,01
S LE (1 —exp(—gg>> =0,99E 1 @
T |

T .
> on isole tgg

@ o~ 100,01) = — In(100)
& 1 —exp (—tig> =0,99

S| tgg = Tln(lOO) |
— € Propriété E3.3 : Temps de réponse RC montant
Ainsi, ‘Le temps de réponse a 99% est a 4,67 =~ 57 ‘
I/A)5| Evolution de ’intensité
@ Application E3.2 : Intensité RC montant par ED
Trouver I’équation différentielle de I'intensité i(t) dans un circuit RC en charge. La résoudre.
77777777777777777777777777 I A o N T
uR+uC:E®Ri+uC:EgRa+d—t€:0® G0 =i =K avee i(0)= 5 =K

On peut donc la déterminer par résolution de son ED, mais également de deux maniéres a partir de u¢ :
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L. Circuit RC 5
¥ Démonstration E3.4 : Intensité RC montant (via uc)
| Caractéristique de C | : |Loi dos maillesl
d _ 1
i(t) =C % avec  uc(t) = E(1—e ') w Ri=E—uc avec uc(t)=E(1—e ')
P |
| N t
cit=cr (o- (-2 e(-2)) e R)-p-T+ ()
T |
¢$i@):igexp<—£> . ¢$Z“):ﬁﬁexp<_F) .
—| € Propriété E3.4 : Intensité RC montant
: uc(t)
L’intensité dans un circuit RC en charge s’exprime par | %
E t :
i(t) = sexp| —— !
=R ( T> |
mais est discontinue. Quand ¢t — +o0, i(t) = 0 car le condensateur chargé |
et se comporte comme un interrupteur ouvert. La vitesse & laquelle ce | f
régime est atteint dépend de 7 la constante de temps. 1
| Ficure E3.6
I/A)6 | Bilan de puissance
—| @ Outils E3.2 : Bilan de puissance en élec.
En électrocinétique, les puissances sont le produit d’une tension et d’une intensité. Or, par construction la loi
des mailles est une relation entre les tensions du circuit ; ainsi
On effectue un bilan de puissance en écrivant la loi des mailles multipliée par ;.
— € Propriété E3.5 : Puissances RC montant |- @ Démonstration E3.5 : Puissances RC ° —
Dans un circuit RC en charge, on a le bilan de puis- uc +Ri=F o—

sances

Pg=Pc+P;

P = Ei : fournie par générateur ;
Po =
P; = Ri?

déc

7 : regue par condensateur;

: dissipée par effet JOULE.

I/A) 7| Bilan d’énergie

. 2 .

Suci+ Ri*=FEi QRCTpourC:
. du
i=C0%¢

@ucc%%m?:m
>f%—i@ﬁ

® Démonstration E3.6 : Bilan d’énergie RC

montant

Soit tg = 0 : I’énergie fournie par le générateur est

“+oo
Eq = Padt

O+oo > ‘@G = Fi
& Eg = Ei(t)dt

0 E _ir

2 N\ >Z(t)_R Y
& 8 = — [—TGXp <—>]

T/ 1o
1
De plus, Ec =

d /1
ey (2Cu02) +Ri* = Ei [
L
Te 7,  Pa
dt
Soit explicitement :
E2
& 8g = |7 exp(—?) — | —7 exp(0)
—
=0 =1
E2
& 8 =7—
R > 7= RC
Sy
|
donc 8J:8G_€C:§CE |
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6 Electrocinétique — chapitre 3. Circuits du 1°* ordre

— € Propriété E3.6 : Bilan d’énergie RC montant

Elle se répartit équitablement entre le condensateur

Pendant la totalité de la charge, le générateur fournit et la résistance :

I

I

|

|

1’é . I
energie |
I

|

I

I

I

1
- §CE2 - 8]

Application : décharge d’un circuit RC

— Définition E3.4 : Circuit RC en décharge

< 1l est constitué d’un condensateur idéal en série avec une résistance.

< On suppose le condensateur initialement chargé : uc(t;) = E. ur(t

—~
~

N
—>

K it)
U(
_|_

Ficure E3.7

& At =ty, on ferme linterrupteur. t

On dit que le systéme est en régime libre et soumis a un échelon de
tension descendant.

@ Application E3.3 : Décharge RC série

On cherche I’évolution de la tension uc(t) aux bornes du condensateur et de l'intensité i(t) dans le circuit pour
t > t1. Pour cela :

1) Déterminer I'équation différentielle ainsi que les conditions initiales;
2) Résoudre I’équation différentielle ;
3

4

Tracer uc(t) et montrer comment déterminer graphiquement la constante de temps 7 ;
Montrer que le temps de réponse du circuit est toujours de 57 ;

5) Trouver l'expression de I'intensité i(¢) dans le circuit.

_ O D O ~—

Que se serait-il passé si I'on avait fléché le condensateur en convention récepteur ?

| Conditions initiales |

i(ty) =0 i(t{) = B/R
ur(ty) =0 ug(ty)=FE
IREC N L

° i, et
§ \ K UC‘(tI) — El Ci L Kuc(t;r) _ El__(tc)

) Equation différentielle

Loi des mailles pour ¢ > t1 :

>
>

UR = uc
< Ri = uc

0

d
@RCE-FUC:O

dt
sde 0 :
dt RC ve= > , f
q Canonique
PN % T Zue =0 ] FiGUre E3.8 — En ] FicUre E3.9 — En tf
4 T
2) On part de I'étape puisque ’équation est déja homogeéne :
Kt 1
et: uc(t) = Kexp(rt) = r - K+ —— =0 donc r=——
T T
t
: uc(t) = K exp <—> (E3.6)
T

: uc(t1)= E(EEG)K xp< t)(:)K Eexp(t)
: < |uc(t) = Eexp (—t;tl) ]
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II. Bobine et circuit RL 7

3)QC uc(t1 +7)=Ee '~ 037 x E
On trouve t; + 7 en lisant Pabscisse telle que uc(t; +7) = 0,37 - E.

<& Soit y1(¢) la tangente a la courbe en ¢ =t;. On a :

d :(b; ) E
uc uc(t1 / '
dt " yl() - :

=y (t) = /tyll(t)dt =F - g(t—tl) =y(ti1+7)=0

ty

h
2 Ry st

k — A K A
transitoire permanent

On trouve t; + 7 a 'intersection de y; (t) avec la consigne. Ficure E3.10

4) On suppose t; = 0 pour simplifier les calculs. On traduit mathématiquement la définition :

t t
uc(tgg) = 0,01E < Eexp (—99) =0,01F & _99 In(0,01) = —In(100) & ‘ tgg = 71n(100) =~ 57‘
T T

5) Par une des deux méthodes précédentes, ici la caractéristique en convention générateur :

E — E —
=i(t) = Cexp(—t tl) < li(t) = Rexp(—t Ttl

T T

o duc

> discontinue
t

6) & En convention récepteur, la RCT de C aurait donné i = C dg—tc, mais la loi des mailles aurait donné le méme

résultat ('équation différentielle est indépendante de la convention de flechage!).

<& Par contre, 'intensité aurait été négative, puisque quoiqu’il en soit c’est bien le condensateur qui joue le
role de générateur : si on fléche i regu, on doit avoir i < 0.

II | Bobine et circuit RL

IV Circuit RL série : échelon montant

II/A)1| Présentation

r—| Définition E3.5 : Circuit RL échelon montant I

O 11 est constitué d’un générateur idéal de tension en série avec une
résistance et une bobine idéale.

& At =tp, on ferme interrupteur.

< On suppose ’interrupteur initialement ouvert. : ET Y [
! L,

Ficure E3.11

I1/A) 2| Equation différentielle du circuit

@ Démonstration E3.7 : Equation différentielle RL échelon montant et CI

Equation différentielle [ Conditions initiales |

Loi des mailles pour ¢ > tg :

urp +ugp = F

) \)uRZRi
Sup+Ri=F

di
s L—+Ri=F
a

\Z’U,L IL% : 7(f5)

=1
5]
Ldi R _E 'E'@ ur(ty) = E|GL
& L'"L'R o
i 1 1E anonique
Sl =+ 1= —— n FiGUurE E3.12 — En ¢, FicUure E3.13 — En ¢
dt 7 TR 0 0
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8 Electrocinétique — chapitre 3. Circuits du 1°* ordre

—| @ Propriété E3.7 : Equation différentielle RL échelon montant

Par continuité de ’intensité traver-
sant une bobine, on trouve la condition
initiale

o L’équation différentielle du courant i(t) traversant une bobine
dans un circuit RL avec un échelon de tension montant E s’écrit

di 1 1F L
Ez —+ ;Z = ;E avec T = E (E37)

ity) = i(t) = 0

Remarque E3.1 : Unité de L/R

ﬁ On peut de méme démontrer 'unité de L/R par analyse dimensionnelle.

II/A) 3| Reésolution de I’équation différentielle

¥ Démonstration E3.8 : Intensité RL montant

© ==—
© ==m
o= E3.7 A B E
Solution particuliére : ip = /\( = )0 +-=—= & |ip=— (E3.8)
T L R
. . . dip, 1.
Equation homogene : s +—ip=0 (E3.9)
T
E3.9 Kt
Forme générique : in(t) = Kexp(rt)( = )r Kt +—— =0
T
1 1
Polynoéme caractéristique : r+—=0 donc r=-——
T T
t
Solution homogene : in(t) = Kexp (—) (E3.10)
T
. . .  (E310)E t
Solution générale : i(t) =ip(t)+ip = =+ Kexp|—— E3.11
6] & (t) = én(®) "(E38) R p( T> ( :

R

E FE
Conclusion : i(t) = i Rexp(to) exp (_t>
T T

& i(t)zi(l—exp <—t;t")> [ |

— @ Propriété E3.8 : Intensité RL montant

E3.11)E —t E t
Conditions initiales : i(tg):IO( MhE + Kexp(o) s K= R exp(0>
T T

A

La solution de 1’équation différentielle du courant i(¢) d’un circuit RL soumis a
un échelon de tension E avec i(tg) = 0 est

i(t) = % (1 —exp(—t;to))

et i(t) est continue. Quand ¢ — o0, i(t) = £. On est alors en régime
permanent : i(t) ne varie plus. La vitesse a laquelle ce régime est atteint
dépend de la valeur de 7 la constante de temps.

=l &

” ;
0,632 |--+

' L
tolotT to + 5T t

transitoire permanent

Ficure E3.14

Remarque E3.2 : 7 graphique et régime permanent

0 Meéme procédé que pour la tension du RC série (en faisant attention d’utiliser % et pas E...0).

I1/A) 4| Evolution de la tension

@ Application E3.4 : Tension RL montant par ED

\J
El' Trouver I’équation différentielle de la tension ur(t) dans un circuit RL montant. La résoudre.

(E37):>u—L—&-&—E§§duiL—i—R%—O@dﬂ 4L _ = up(t)=Ke /7 avec wup(ty)=E=K
' L "L Lo a @ tat a T L v o) =58=
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A

II. Bobine et circuit RL 9
¥ Démonstration E3.9 : Tension RL montant (via i)
| Caractéristique de L | 3 | Loi des mailles |
di , E (t—to) |
ur(t) =L a ) avec i(t) = E(l —e (1m0l : up =FE —Ri avec i(t)= %(1 — e~ (tmt0)/m)
_ w E ity /e
:wmuy:£§<0—<—l>mp<—t m)) | @w%@%:E_}%#l_e(tmv)
R T T Lo
t—to o Slur(t) = Fex _toto |
<l ur(t) = Eexp (— ) [ Lit) = p p
T |
—| € Propriété E3.9 : Tension RL montant
: wur,(t)
La tension dans un circuit RL en charge s’exprime par !
t—t :
uL(t)—Eexp< 0) |
T l
mais est discontinue. Quand ¢t — +00, ur(t) = 0 car la bobine en RP '
se comporte comme un interrupteur fermé. La vitesse a laquelle ce |
régime est atteint dépend de 7 la constante de temps. l to t
| Ficure E3.15
II/A) 5| Bilan de puissance
— € Propriété E3.10 : Puissances RL montant ® Démonstration E3.10 : Puissances RL
Dans un circuit RL en charge, on a le bilan de puis- up, +Ri=F
sances : 2 .
Suri+ Ri®=Ei )
Pa =P+ Py Z DRCTI[)/OdI;rL'
i =L%
&il—+Ri?=FEi " T

Pr, = ‘%L : regue par la bobine;

Py = Ri? : dissipée par effet JOULE. T

dt

— Attention E3.1 : Bilan d’énergie RL charge

Pe = Ei : fournie par générateur ; dt

d /1

— | =L¢? 2 = Ei
@dt(2z>+Rz 7

e — |

>f‘ﬁf=§t(§f2)
[ |

—_

Py

Pa

Ici la puissance en régime permanent n’est pas nulle :
toujours dans la résistance qui dissipe RI/?. On ne peut intégrer a I’infini.

un courant circule

IIFAEE Application : RL série descendant

,—| Définition E3.6 : Circuit RL descendant [

< 1l est constitué d’une bobine idéale en série avec une résistance.

< On suppose le courant initialement établi : i(t;) = %.
O At=t,on coupe le générateur.

On dit que le systéme est en régime libre et soumis & un échelon de
tension descendant.

\ &2

)

UR

(53

~
0000

Ficure E3.16
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Electrocinétique — chapitre 3. Circuits du 1°* ordre

¥ Application E3.5 : RL série descendant

1
2
3
4

— — Y~ ~—  ~—

Déterminer 1’équation différentielle ainsi que les conditions initiales ;

Résoudre I'équation différentielle ;

On cherche ’évolution de Uintensité i(¢) traversant la bobine et de sa tension up, (t) pour ¢ > t;. Pour cela :

Tracer i(t) et montrer comment déterminer graphiquement la constante de temps 7 ;

Trouver Pexpression de la tension uy,(¢) dans le circuit.

Que se serait-il passé si I'on avait fléché la bobine en convention générateur ?

Equation différentielle

| Conditions initiales |

2) On part de l'étape puisque ’équation est déja homogeéne :

On trouve t; + 7 a l'intersection de y1(t) avec la consigne.

! o ! Lty
Loi des mailles pour ¢ > ¢; : ! i(ty) N E/R 1 i(t1) N E/R
<:>UL.+ 1= _a ! i) | i(t*)

di ur =L | PN 1 o
@La‘FRZ:O \ET 4 L(tl):o A l(tl)
RN : uslir) =081 uth) = ~E| g1

a LT | |

1 Canonique | !

G i=0 M Ficure E3.17-Ent; ' Figure E3.18 — Ent}

et
et: ir(t) = Kexp(rt) = r-Ke*+—— =0 donc 7r=——
T T
t
: ir(t) = K exp (—) (E3.12)
T
., \CIE(E3.12) t E t
: z(tl):ﬁ = Kexp( Tl)@KRexp(;)
. E t—1t1
: < it — — |
it)) = o (=)
3)O ity +7) = Lel ~ 0,37 x £ "
| h‘
On trouve t; + 7 en lisant Pabscisse telle que i(t; +7) = 0,37 - %. | =
<& Soit g1 () la tangente & la courbe en ¢ =¢;. On a : |
—E/R |
di i(t1) E |
7 2\ T1 ’ . '
& — 0oy (1) = —— L 037E|--}
al, " nlt) = -5 | '
t E FE :
= yi(t) = / yi(t)dt = 7 R*(t —t1)=>p)=0 | BT I >
t1 | transitoire permanent "

Ficure E3.19

4) Par une des deux méthodes précédentes, ici la caractéristique en convention récepteur :

discontinue

)

di LE t—1 t—1t
ur(t) = L = ur(t) = ——=—exp| — L) o lup(t) = —Eexp( — !
dt Rt T
5) < En convention générateur, la RCT de L aurait donné u;, = —L d;,

mais la loi des mailles aurait donné le
méme résultat (I’équation différentielle est indépendante de la convention de fléchage!).

<& Par contre, la tension aurait été positive : la bobine s’oppose a la diminution du courant comme un générateur.
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