— Electrocinétique — chapitre 4

Oscillateurs harmoniques
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# Capacités exigibles

(O Caractériser ’évolution en utilisant les notions
d’amplitude, de phase, de période, de fréquence, de
pulsation.

(O Résoudre 'équation différentielle de 1'oscillateur
harmonique compte tenu des conditions initiales.

O Etablir et reconnaitre 1’équation différentielle qui
caractérise un oscillateur harmonique ; I’écrire sous
forme canonique afin d’identifier la pulsation propre

O Prévoir I’évolution du systéme a partir de considé-
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Electrocinétique — chapitre 4. Oscillateurs harmoniques

2
‘ 1 | Introduction

IVFN Signal sinusoidal et pulsation

Définition E4.1 : Signal sinusoidal

—t

Un signal sinusoidal est un signal de la forme

s(t) = Scos(é(t)) & ‘ s(t) = S cos(wt + o) ‘

S — |3max - Smin|

la phase instantanée

avec =
2

et p(t) = wt + o

ol w la pulsation et o la phase initiale

ol =rad et o] =rads!

Pamplitude |

Ficure E4.1

¥ Attention E4.1 : Amplitude et déphasage

pa—

—S cos(wt + ¢g)

Une amplitude est forcément positive ; une amplitude négative traduit un ajout de = a la phase initiale :

= Scos(wt + @o + )

Interprétation E4.1 : Pulsation et représentation complexe

Im

La pulsation représente la vitesse de variation de
tour de 27 rad en la période T, on a

la phase : pour un

2
wz—ﬂ-=27rf

similaire &
T

v =

©

~
~

=

d
t

d’une exponentielle complexe :

s(t) = SelWtteo) |

Par la nature de I'exponentielle, on peut plutdt représenter s(t) a 1’aide

s(t) = Re(s(?))
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FI1GURE E4.2

Equation différentielle et changements de variable

Important E4.1 : Equa® différentielle

Important E4.2 : Solu® harmoniques

pa—

Un oscillateur harmonique sur y(¢) répond a :

d2y

Gz | w0yt = o’y

t

& Yeq Position d’équilibre, wy pulsation propre.

bl I vo conditions initiales.
dt to

& y(to) = yo et

pa—

La solution générale s’écrit de maniére équivalente :

y(t) = A’ cos(wo(t — to) + ©0) + Yeq
< y(t) = Acos(wo(t — to)) + Bsin(wo(t — tg)) + Yeq

Oty le temps initial ;

& (A, o) ou (A, B) des constantes d’intégration,
reliées a yo et vg.

@ Outils E4.1 : Changements de variable

| Solution particuliére

2

Soit y(t) : TS

+ wWoY = W0 Yeq

alors z(t) = y(t) — Yeq est solution de

&

a2 " woz =0

Temps initial |

u(t') =zt +to) = a(t)

t =t—tg u(0) = z(to) =yo — Yeq
soit {dt’ dt et d_u _ d_x _ % Y
t'|, — dt|, dt|, °
du 5 d?z 9, (E41)
= RV t/+w0 U(t)Z@t‘Fwo z(t) =0

Lycée POTHIER

MPSI - 2026,/2027



II.

Circuit LC régime libre 3

pa—

@ Interprétation E4.2 : Changements de variable

On peut donc se ramener a une équation homogeéne en prenant la position d’équilibre comme étant la
solution particuliére, et se ramener & un temps initial nul en décalant la base de temps de tg.

Dans toute la suite nous travaillerons donc en toute généralité pour un temps initial nul.

Application E4.1 : Changements de variable

Résoudre ’équation du circuit RL montant par changements de variables.

< On suppose le condensateur initialement chargé a la tension FE.

<& At =0, on ferme linterrupteur.

Soit di 12_15 avec  i(tg) =
&t TR v o
FE dih 1h
Posons t'=t—ty et Zh(t/):Z(t)*E = a —=0
’ t! E i , B !
Ainsi, in(t'y=Ke™7 avec ip(0)=i(tg)—= =K soit ip(t')=—=e"~
—_ & R
E FE -
Donc i(t) = in(t) + 3 i) = - (1 et )
Circuit LC régime libre
WV Présentation
@ Définition E4.2 : Circuit LC libre
ur,
O ——
<O 1l est constitué de 1’association en série d’une bobine et d’un condensateur /5000

idéaux.
K

o0—
h
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Q
e
|
|
Q

Ficure E4.3
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Expérience E4.1 : Visualisation expérimentale

On observe la tension uc(t) avec un oscilloscope. Une simulation est disponible en ligne '.

FIGURE E4.4

On remarque que la tension aux bornes du condensateur réalise des oscillations sinusoidales. En fonction des
valeurs de L et C, on trouve des périodes différentes.

Observation E4.1 : Réponse en tension du LC libre

Lorsqu’on laisse libre le systéme LC, la tension aux bornes du condensateur oscille de fagon réguliére et
sinusoidale, avec une fréquence qui ne dépend pas de I'amplitude de ’excitation mais dépend des
caractéristiques de l'oscillateur (capacité du condensateur et inductance de la bobine).

1. https://tinyurl.com/LCreglibre
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Electrocinétique — chapitre

4. Oscillateurs harmoniques

IIWAEN FEquation différentielle du circuit

@ Démonstration E4.1 : Equation différentielle LC libre

& =L— M |
Yo R N duc L |

duc Ol S i -
<:>LCC12 +uc =0 K\ U uc(07)=F C:
d%uc 1 5 1 s i(07) = ; 3
az Tpovwe=0  Fetwr=goM |

Equation différentielle

| Conditions initiales |
1

ur,(07) =0 ‘
uc = ur, _—

ds
di D“L =Ly

FI1GURE E4.5 — En 0™

@ Propriété E4.1 : Equation diff. LC libre

ur(0Y)=FE
— L >

/5000
L

ll(y(()+) == EI::C
i(0T) £ 04

=0

UK

FiGURE E4.6 — En 0*

L’équation différentielle de la tension uc(t) aux
bornes d’un condensateur dans un circuit LC en ré-
gime libre est

Par continuité de la tension aux bornes d’un
condensateur et continuité de I’intensité traver-
sant une bobine, on trouve les conditions initiales :

d2uc 1 |

UC(Oi) = uc 0H)=F
a2 +woluc =0| avec |wy= \/T? (E4.2) i(07) =i(0")=0
4 q(07) =q(0") =CE
ou,xC: +W(]q—0 ou % _% =0
d2 at|, — dt
to- o+
Application E4.2 : Unité de wy
Montrer, par analyse dimensionnelle, que wg est homogéne a 'inverse d’un temps.
| Analyse directel
1 R L™ _
SRR AN s B
| 1

R

871

s

| Analyse indirecte |

o d*uc [uc] 2
L’ED impose [dtQ} = [wozuc] & W = [woﬂ [uc] < [OJOQ} = [t] [ |
IO Résolution de ’équation différentielle et graphique
¥ Démonstration E4.2 : Solutions LC série descendant
E4.2
Forme générique : uc(t) = Kexp(rt)( = )7‘2 x B 4wt = 0
Polynoéme caractéristique : = —wllery = +jwo
Forme homogeéne : uc(t) = Kje 3%t 4 Koe jwot O Acos(wot) + Bsin(wot) (E4.3)
Conditions initiales :
Cr (E4-3) .
o uc(0) = E = "Acos(0) + Bsin(0) = A < (E4.4)
o duc) _ E]Z(—) ALY Y, sin(0) +Buw, COS(O) Buwg < (E4.5)
a |, C O‘T' 0 0 .
Conclusion : (E4.4) et (E4.5) = ‘uc(t) = Ecos(wot) ‘ ]
d
et 1= E]C’ ue ‘ = CEwy sin(wot) ‘ ]
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II. Circuit LC régime libre 5

g — € Attention E4.2 : Conditions initiales et évaluation en 0

Il ne faut pas confondre la fonction dérivée évaluée en 0, et la dérivée de la fonction évaluée en O :

df 2 df(0)

at |, ~a = f'(0) # (f(0))) car f(0) est un nombre, donc d/(0) =0

dt

Ca n’est pas parce qu’une fonction est nulle en un point que sa dérivée en ce point est nulle!
De plus, pour la seconde condition initiale, il ne faut pas oublier de diviser par C la dérivée : ({“i*—f 0= % ;
quand i(0) # 0, c’est une grande source d’inhomogénéité et de réponses fausses.

— € Propriété E4.2 : Solution LC descendant

L’étude d’un circuit LC en décharge avec le condensateur en convention ]
générateur, avec uc(0) = E et i(0) = 0, donne :

uc(t) = E cos(wot 1 2
c(t) (wot) avec wo=277f0:7®T0:1:27rm

i(t) = CEwp sin(wot) vLC wo

Ici, la tension s’exprime comme un cosinus et 'intensité comme un sinus. Or,
sin(z) = cos(z — 7/2) : on dit qu’ils sont déphasés de 7/2.
Ficure E4.7

Interprétation E4.3 : Espace des phases LC (HP)

w 11 est utile d’observer la physique des systémes oscillants non pas dans un espace (grandeur, temps) mais dans un
espace (grandeur, dérivée), qui permet plus rapidement de sonder son évolution : ¢’est ce qu’on appelle ’espace
des phases. Ici, avec un uc de type cosinus et ¢ de type sinus, ’évolution dans I’espace des phases est une ellipse.

|
i

i
m lue
duc| _ 0
dt |,
_E i
0

Le condensateur étant initialement chargé, I’intensité est nulle. Etant donné
notre convention générateur, lors de sa décharge l'intensité sera d’abord positive,
et diminue jusqu’a s’annuler.

Pendant cette décharge, la bobine a stocké de 1’énergie, qu’elle ré-émet alors
dans le circuit et recharge le condensateur ; 'intensité est alors négative.

Comme il n’y a pas de perte dans cette étape, elle se répéte symétrique-
ment en revenant & son point de départ.

IIFABN Bilan énergétique

FIGURE E4.8

— O Propriété E4.3 : Bilan d’énergie LC descendant ¥ Démonstration E4.3 : ° —
ﬁ‘ o o l 6 o—
L’énergie emmagasinée dans le ! Eolec Loi des mailles multipliée par i :
circuit ! &L
1 ULt =uct N ; — _crduc
acelt) = Eclt) + 6:0) = 60)] Gue A e g
: @UCCW‘FL&Z:O af dt
est conservée a chaque ins- | q /1 1 > f f s
tant et résulte de I’échange | . P (CUCQ + Li2) _ =5 (3F7)
périodique d’énergie entre le | & dt \2 2
condensateur et la bobine. 3 0 FIGURE E4.9 ! o L(Zetlec =0 N
Remarque E4.1 : Vérification conservation de 1’énergie LC
0 On peut vérifier avec les expressions analytiques trouvées, sachant que wy? = (LC)~! :
8o(t) = 2Cuc(t)? = SCE2cos(wot) ot Eu(t) = ~Li(t)® = = LC%wo? B2 sin®(wot)
2 2 2 2L ——
1 1
& é(t) = gc(t) + (gL(t) = §CE2 (COSZ(Wot) + Sinz(WQt)) = §CE2 = cte = 60(0)

Lycée POTHIER 5/8 MPSI - 2026,/2027
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Electrocinétique — chapitre 4. Oscillateurs harmoniques

IIFAOR Complément : circuit LC montant

'—| Définition E4.3 : Circuit LC montant

<& 11 est constitué de association en série d’'un générateur idéal de f.e.m.
FE, d’une bobine et d’un condensateur idéaux.

< On suppose le condensateur initialement déchargé.

& At =0, on allume le générateur.

Une simulation est disponible en ligne 2.

Ficure E4.10

E TC) ucI:: c

—

Propriété E4.4 : Equation et solution LC montant

L’équation différentielle uc(t) aux bornes d’un condensateur

dans un circuit LC sous échelon montant est

La solution de I’équation différentielle de la
tension uc(t) d’un circuit LC sous échelon

d2uc

a2 + w02uC = WQ2E avec wo

montant et l'intensité en découlant sont

avec, par continuité de uc pour C et de i pour L, on a

uc(t) = E(1 — cos(wpt))
i(t) = C'Ewg sin(wot)

luc(07) =uc(0) =0 et i(07) =i(0") = 0]

Démonstration E4.4 : Equation et solution LC montant

Equation
di
= E — —_—
; ur + uc > ur, dé
uc . uc
@LCW“F’U/C:E etl—cdt
d?uc 1 1
= R
a "I~ Io > L1
wo® = —
dz LC
=2 ue + wauC = w02E

dt?

Par changement de variable, on a

ucn(t) =uc(t) — E = A cos(wot + o)

< On trouve ¢y :

duga| 0]

i < On trouve A’ :
3 0) = 0)—E=A 0)=|A=-F
| uc(0) Uc:<0 ) cos(0) = | A= —E]

]
Donc ‘uc(t) = E (1 — cos(wpt)) ‘ [ |

On obtient ensuite ¢ avec la RCT :

i(t) = C’dg—tc = CEuwy sin(wot) |

Remarque E4.2 : Graphiques LC montant

On remarque aisément que uc at-
teint 2F par moment, ce qui pourrait
paraitre dérangeant puisqu’on donne
une tension E au systéme. En réalité
ceci est tout a fait normal puisque

uc

_ rdi 4
ur, = Lg; prend des valeurs néga-

elec

&c

des deux fait bien FE.

On peut réaliser un bilan d’énergie

pour trouver que &, = CE?*(1 —
cos(wot)) = 8¢ + 81, voir graphique

|
|
I
|
I
|
|
I
|
|
|
|
tives quand i diminue : la somme
|
I
|
|
|
|
I
|
|
: |
cl-contre. |

I

2. https://tinyurl.com/ypagwnb6

81

Ficure E4.11 FiGure E4.12
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=z(t)

&) k
‘m(t) + wOQx(t) = w0260 avec Wy = \/7
m

IITI. Exemple harmonique mécanique : ressort horizontal libre 7
‘ III |Exemple harmonique mécanique : ressort horizontal libre
IIIPVAN Présentation
—| € Définition E4.4 : Force de HOOKE de rappel d’un ressort
On définit la force de HOOKE par : Ly {
: é(tl) L(t1) < Lo
2 — ! e
Py = KU~ 0T Lme O
} x
<& k> 0 la constante de raideur en N-m™!; Ly
<& fp sa longueur a vide, c’est-a-dire sans contrainte; } K b M
< g, un vecteur unitaire (||wg|| = 1) dirigé du socle vers le point | W
d’application de la force. w 0] t
: Yy —
Le sens de la force dépend de la déformation. Sur le schéma ci-contre, | ) Utz) w2 >
btient | 4 .
. Bl STt a=0]O
F=[elet) - ) | 7 "
l Ficure E4.13
@ Attention E4.3 : Ressort et force de HOOKE
1) 1l faut étre stir-e de expression de la force de rappel avant de se lancer dans la résolution du probléme ; pour
cela, il faut refaire le schéma avec uy, et vérifier le signe de la force dans les deux situations.
2) La longueur a vide {; est la longueur du ressort sans contrainte; ¢a n’est pas forcément la longueur
initiale :
to # £(0)
— € Définition E4.5 : Situation initiale et bilan des forces
1 Lo xo >0
<& Systéme : {point M} de masse m | y ¥ x A,
| Lo>ty | R
1< AN
<& Reéférentiel : Ry, supposé galiléen | s P
1 7 ) |
<& Repeére : (0,4, u,) (voir schéma) ! % ii u6 “ “ IR A] M .
1 4
2 . . dzx PP ‘ O — O/ Xz
<& Repérage : avec & = §F la dérivée temporelle, ! Ja ’ P»
OM = 2(t)ig ; T = i(t)ug ; @ = i(t)ug | FiGUurE E4.14
< Longueur du ressort : ((t) = 2y(t) — o = x(t) © Bilan des forces :
& Position initiale : z(0) = Ly > 0 . Poids P =mg = —mgi,
N I . . B p—>
O Vitesse initiale : T(0) = 0 . Réaction R = Ruy
3 HOOKE F=—k(l(t) - lo)u,
ILIPAEE Fquation différentielle et solution
@ Démonstration E4.5 : Equation et solution ressort libre
La deuxiéme loi de NEWTON, ou principe fondamental de la dynamique (PFD) donne :
. Soit
dp 5 = |
L m@=P+R+F ‘ ) k k
de L& E(t) + —a(t) = —Lo
. —> —> —> —>
& mi(t)is = —mgiy + Rit, = k(lﬁ(_t)' o 3 . . > Canonique

= mi(t) + ka(t) = klo

Lycée POTHIER 7/8 MPSI - 2026,/2027



A

Electrocinétique — chapitre 4. Oscillateurs harmoniques

]
-+
2]

xp(t) =x(t) — by tel que

= —wil e ry = +jwo

fh(t) + w02mh(t) =

0

zp(t) = Kexp(rt)(E;iﬁ)r2 x K™ 4 wotKet =0

an(t) = Kie 90t 4 Koot 4 cog(wot) + B sin(wot)

xp(0) = z(0) — £y g Lo — EO(Ei7)A cos(0) + Bsin(0) = A & ’ A

(=] (=] [=] (=] [=]

:L0—£0:$0‘

S0

E4.7
#(0) = vy = 00 gy sin(0) + Bwg cos(0) = Bwg <

(B48) et (BL9) = au(t) = o cos(wot) & |2(t) = o

+ xo cos(wot) ‘

et wu(t)=2z(t) < ‘ v(t) = —zowo sin(wot) ‘

—

(E4.6)

(BA.T)
(EA.8)

(E4.9)

@ Propriété E4.5 : Equation et solution ressort libre

La position = de la masse attachée au ressort est régie par : .
pressions

A2z
e + woz = w4y

avec

x(t) = Ly + xo cos(wpt)

v(t) = —xowp sin(wot)

lo est donc la longueur d’équilibre du systéme.

[ k :
wo = — I
m :

La position x et la vitesse v ont pour ex-

avec rg = Lg — {p la déformation initiale.

Important E4.3 : Analogie LC-ressort

Les réponses sont rigoureusement équivalentes puisque régies par la méme équation différentielle.

Le lien entre éléments se fait via la Ldl\i[) en élec, et le PFD en méca : on
associe donc les tensions u a des forces F'.

. N s . . ;_d
On associe donc et , étant donné que pour un condensateur i = d—‘g

et que v = 9z

de -
De plus c’est la masse qui impose I'inertie du mouvement, comme I'inductance
est I'inertie de l'intensité.

Finalement, uc = ¢/C en électrocinétique et HF H = kx en mécanique, donc on

associe k a C~1.

Interprétation E4.4 : Espace des phases ressort libre (HP)

Le ressort laché a zy et vy = 0 voit sa position diminuer et sa vitesse augmenter
vers la gauche, donc de valeur négative, jusqu’a ce qu’il passe par sa position
d’équilibre (25, eq = 0) avec une vitesse extrémale vy,iy, avant de se comprimer
en perdant de sa vitesse.

IIIPAGR Bilan énergétique

l Elec +—Méca
l LdM<«+—PFD
| u s F
3 q +— =T
! T > v
! L +~— m
| Clv— &k

@ Propriété E4.6 : Bilan d’énergie ressort

¥ Démonstration E4.6 :

L’énergie mécanique est

8m(t) = é;c(t) + gzl(t) =6&n (0)

PFD sur @, multiplié par v :

map + kxp, =0

' 1 ) 1 ) & mIpty + kxpty =0 ]
avec &) (t) = ikmh(t) = ik(ﬁ(t) —{) d/1 . w1 . )f =32 (1)
Et &, est conservée a chaque instant. — 1 . !
— Important E4.4 : Bilan de puissance en méca
On effectue un bilan de puissance en écrivant le PFD multiplié par v : @(}_F) - F. 7
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