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parameétres caractéristiques.
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tions énergétiques.

(O Ecrire sous forme canonique ’équation différentielle
afin d’identifier la pulsation propre et le facteur de

qualité.
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(O Realiser un bilan énergétique.

(O Caractériser I’évolution en utilisant les notions d’ampli-
tude, de phase, de période, de fréquence, de pulsation.
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(O Déterminer un ordre de grandeur de la durée du régime

(O Décrire la nature de la réponse en fonction de la valeur

du facteur de qualité.
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2 Electrocinétique — chapitre 5. Oscillateurs amortis

‘ I |Oscillateur amorti électrique : circuit RLC série libre

IVF:S Introduction

Expérience E5.1 : Visualisation expérimentale 000

En reprenant les résultats du LC libre, nous devrions en réalité observer que
les oscillations dans le circuit s’atténuent. Soit le circuit RLC ci-contre, avec
L =43mH et C' = 20nF.

Une simulation est disponible en ligne (https://tinyurl.com/
ypbwcwts).

Environ 15 oscillations lorsque Riot =~ 1008 ;

Ficurk E5.1
< Lorsque la résistance est petite : on observe plusieurs oscillations, de période T' =~ 184 ps.

Environ 3 oscillations lorsque R0t &~ 500 Q.

<& Lorsque la résistance est plus grande : les oscillations disparaissent.

Lorsque R & 2,9k{2, on observe un régime transitoire

dont la durée est d’environ 250 us (a 95%). plus long, d’environ 420 ps.

|
l
|
Cdue| R=100Q l L duc| _ R=500Q
Nt |, Q = 14,66 | AT Q=293
Ss R : \
~ | \\
- 1 N
Z\ N ¢ | A t
kRl
- | )
- | ’
-7 | ’
-7 | ,I
el : )
- L =43mH 1 : L =43mH
. C =20nF | d C =20nF
|

Lorsque R =~ 7,5k{2, on observe un régime transitoire

Observation E5.1 : Réponse en tension d’un RLC

@ Lorsque 'on excite le systéme RLC, le systéme a deux principales réponses :

2) Systéme non-oscillantpour R > R, : le transitoire augmente avec R.

I

I

|

I

_—EU_> I
duc| _ R =29320Q | R = 75000
de |, o Q=05 ! Q=02

I

I

I

I

I

I

I

1

I

:
t ! t

I
L =43mH l L =43mH
C =20nF : C =20nF

I

1) Systéme oscillantpour R < R, de pseudo-période (pseudo car le signal diminue.) supérieure a T, propre;

@ — Important E5.1 : Equation différentielle amorti

Un oscillateur amorti sur y(¢) répond a :

Yeq Position d’équilibre

o

to) = Yo !

d2y wo dy 9 9 y(to) = i <& wp pulsation propre
Frt + Q ar +wo y(t) = woYeq | avec dy| !

t t ar L Yo < Q@ facteur de qualité
0 |
Remarque E5.1 : Analyse de 1’équation
ﬁ Par lecture de cette équation, @ est sans dimension pour qu’on retrouve que wg s’exprime en s~ ' car i—f est de

dimension [z] -s71.
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I. Oscillateur amorti électrique : circuit RLC série libre

— @ Propriété E5.1 : Régimes de solution

De plus, on remarque que plus @ est élevé, plus le terme d’ordre 1 est négligeable devant les autres, donc plus
on se rapproche de ’harmonique. Le facteur de qualité traduit donc a quel point le systéme est idéal.

Le polyndéme caractéristique est un trinéme :

r? 4 %, +we?=0 (E5.1)
Q
e wo® 2
de discriminant| A = o (1-4Q?) (E5.2)

On a alors 3 régimes de solutions :

<& Q > 1/2: pseudo-périodique, r € C, oscillations
décroissantes ;

<& Q =1/2: critique, racine double réelle, pas d’os-
cillations ;

<& Q < 1/2 : apériodique, racines réelles sans oscil-
lation.

¥ Démonstration E5.1 : Régimes de solutions

On trouve le polynoéme caractéristique par 1’équation

| 2 2
homogéne : | Ainsi, A= (‘g) — dwy? = % (1-4Q?)
d2yh wo dyh 2 :
= —| two'yn(t) =0 " Onrelie AS0aQ=1/2:
2 | n relie a :
dt t wf)g dt ¢ > yh(t) — Kert : = Q < /
2 2

o r? B 2 B wl B =0 ! w

1 A>0« 1-4Q%) >0

@ 5 >Ke” #0 | > 2 ( @ ) ~
2 0 2 !
=0 — " 1
<:>’I"+Q7’+CU0 0 : <:>4Q2<1<:>Q<§ -
~ Important E5.2 : Solutions oscillateur amorti
Racines Solution

=
3 . — t
§ re=—2 Li0 avec o yn(t) = exp (—T> ~I[A cos(2t) + Bsm(Qt)]I
o Q=-y4Q? -1 partic décrommante partie oscillante
+ wo
= -0 _ _ == = t) = (At + B) exp(—wot
5 50 wo car @ 2@2@ yn(t) = ( ) exp(—wot)
& 1 2
K Ty =— (—1 +4/1-— 4Q2) avec T = (,TQ yn(t) = Ae™" + Be™!
< T 0

Présentation et bilan énergétique

— € Définition E5.1 : Circuit RLC libre

<& 11 est constitué de 'association en série d’une résistance, d’une bobine
et d’un condensateur idéaux.

< On suppose le condensateur initialement chargé.

& At =0, on ferme linterrupteur : le circuit est en régime libre.

FiGURE E5.2
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Electrocinétique — chapitre 5. Oscillateurs amortis

—

@ Propriété E5.2 : Bilan de ® RLC libre

¥ Démonstration E5.2 : Bilan # RLC libre

L’énergie emmagasinée dans le circuit est progressi-
vement dissipée par effet JOULE di & la résistance :

& O L L= i+ RiZP=0 i = —Cduc
dé&elec P ue dt + dt pHa > Py = Riét
— =% d /1 1 cAl = d g2
dt &(§CUCQ+ §L22) = —@J f dt dat Ef )
avec Eclee = Ec + 8, = $Cuc? + FLi%. € 3

duc di

Interprétation E5.1 : Evolution énergétique RLC série

UR:Ri

urt + uRt = uct a
\) urL = LcTiZ}

On a donc bien une perte d’énergie a4 cause de la dissipation dans la résistance. 11
y aura donc progressivement une perte de la tension de uc, d’ott ’amortissement.

Equation différentielle du circuit

@ Démonstration E5.3 : Equation différentielle RLC libre

Equation différentielle

UC:ulafuR DUL:L%‘
Sug=L0 +Ri Letun=H
dt i~ _odue
d2uc duc oA
LC RC— =0
& a2 + 1 + uc @
d’uec R duc 1
& —— 4+ —uc =0 R
@ "L a TIe"
u o du Canonique
C 0 C 2
o =0 |
@2 g a "W
On détermine ’expression de @ par identification :
wo _ R
L
1 ¢ R >w° = vie
& —=—
QVL L I > On isole Q
=4 =
@ RVLC )
Ny L=vVL
SQ === |
RV C

—

@ Propriété E5.3 : Equation différentielle RLC libre

_
UK (0+) =0
Ficure E5.4 — En 0"

L’équation différentielle de la tension uc(t) aux bornes d’un
condensateur d’un circuit RLC en régime libre est

1
d?uc  wo duc 9 wo = VILC
R e IR IS O 7
~RVC
<& wyg la pulsation propre <& Q le facteur de qualité

Par continuité de la tension aux
bornes d’un condensateur et conti-
nuité de ’intensité traversant une bo-
bine, on trouve les conditions initiales :

uc(07) =uc(07) = E
i(07)=4(07) =0

Résolutions pour chaque cas

I/D)1| Cas A <0< @ > 1/2: régime pseudo-périodique

I/D)1.1 Solution de I’équation
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I. Oscillateur amorti électrique : circuit RLC série libre

¥ Démonstration E5.4 : Solution pseudo-périodique

Déja homogéne

uc(t) = Ke™ = 2 Tt 0

;R%‘u\t/-i- WOQW 0

Q
P2+ Lt w2 =0 avec A——2(1—4Q)
Q Q
Ainsi, Y — -4 Tiv-A
B 2
> On injecte A
__wo 2 _
e 2Q 2 Q2 (4Q b On extrait %3
1 1 _ wo
Sry=—— :|:J 4Q2% — T
T 2Q )
1 On définit Q
Sry=——1jQ
T
N e s 2Q
d’ou les définitions de 7 et Q : T=—| et 4Q2% —
wo
uc(t) = K™+t + Kye™t = Kje el 4 Kye™ 7o 1%
S uo(t) = e 7 (K1 + Kye 1) "0 (A cos(t) + Bsin(t)) (E5.3)
E5.3
[7]¢ () L 02 (414 B 0) = A [A=F] (E5.4)
d 1 :
o :;tc = —Zuc(t) + e~ * (—AQsin(Qt) + BQcos(Qt)) (E5.5)
. T
d (E5.5 E E
ol 10 a9 1y op_gelp-L L (E5.6)
dt 0 c Qr 4Q2 -1
_t L.
uc(t) = Ee™~ (cos(Qt) + O sm(Qt)) |
T
@ Propriété E5.4 : Solution pseudo-périodique
Pour un facteur de qualité @ > 1/2, uc s’exprime par 1% qu, . R=100Q
&, Q = 14,66

b
Q

T =

Q:

=]

uc(t) = Be™* (cos(m) + % sin(Qt)>

Al=g

avec {

Le signal est alors sinusoidal amorti, de pseudo-période :

27 27T _ 2 2Q 2Q
TA = S| T =Ty —————— > T
Q AQ7 -1  wo . /4Q2 - Vagz—1 "’
d’enveloppes J+(t) = +Fe™

Ficure E5.5

pa—

Interprétation E5.2 : Solution amortie par intuition

La solution du polynéme caractéristique s’écrit alors comme la somme de la solution d’ordre 1 et de

la solution harmonique, mais de pulsation différente :

wo

-1
:—@ijﬂ—«—ﬂ:JwO »

T+

soit ‘ T+ = Tordre 1 1 Tordre 2 harmonique

Ceci n’est pas trés étonnant puisque "TEDLHC d’ordre 2 amortie est la somme d’'une EDLHC d’ordre 2 harmonique
et d'une EDLHC d’ordre 1. Avec les propriétés de I'exponentielle (e¢*? = e%e?), il est donc naturel que la solution

amortie soit le produit des solutions d’ordre 1 et d’ordre 2.

Remarque E5.2 : Forme du résultat

On peut tout a fait écrire le résultat sous la forme ue (t) = e~ 7 A’ cos(Q + o), avec A’ et ¢y & déterminer.
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Electrocinétique — chapitre 5. Oscillateurs amortis

I/D)1.2 Reégime transitoire

—

@ Propriété E5.5 : tgs pseudo-périodique

Y

Un calcul précis montre que le régime le plus court est atteint pour @ =~ 0,72,

Le temps de réponse a 95% est atteint & :

2
wo

d’oscillations observées.

Ainsi, ) correspond au nombre

mais il y a alors un dépassement de la consigne.

Ficure E5.6 — Plus court
transitoire avec dépassement.

|

I

} " duc . R = 20009
| a |, Q=073
|

I

|

|

I

1 t
|

! vV

|

I

|

|

} L=43mH
I C =20nF
|

|

I

|

|

I

|

Démonstration E5.5 : tg5 pseudo-périodique

I1 suffit de chercher tg5 tel que ’enveloppe soit ré-
duite de 95%, soit :

Yo = 0,05K

tos .
& —— =m(0,05) T05-1/20

.
by _
& tos = rIn(20) ¥ In(a") =blna

Implication E5.1 : Résultat R - 0 < @Q — oo

2
ity ~ —Q = QT
wo

2
t95 = Q ID(QO)
wo

> In(20) = 7
|

On remarque que quand R — 0, alors () — oo : on a donc des oscillations « infinies », puisqu’alors :

Q%Q}O

donc mais aussi

d2UC
de?

+woluc =0

donc ‘ uc(t) = E cos(wot) ‘

On retrouve toutes les caractéristiques de la situation harmonique, sans perte d’énergie par effet JOULE.

Interprétation E5.3 : Espace des phases pseudo-pér. (HP)

Contrairement a la situation harmonique, le tracé de la solution dans I’espace (uc,i) n’est pas symétrique par
inversion du temps : la dissipation par effet JOULE diminue ’énergie du systéme, et la tension diminue
progressivement. On observera donc une spirale décroissante avec beaucoup d’oscillations quand les
amortissements ne sont pas trop élevés, et de moins en moins quand () diminue.

i R =1009

“‘\ Q = 14,66
duce
=C =
4\ (lf l

0

\*J

L =43mH
C =20nF

FiGURrE E5.7 — Faible amortissement

I/D)1.3 Décrément logarithmique

—

Définition E5.2 : Décrément logarithmique

i R=500Q
Q=293

duc
dt

L =43mH
C =20nF

Ficure E5.8 — Moyen amortissement

Soit uceq # 0 la valeur d’équilibre de uc(t), telle que uc(t) = uc,eq + e 7 (A" cos(Qt + ¢p)). Le décrément
logarithmique entre 2 instants séparés de n périodes s’exprime :

1

Uc (t) — UC,eq

5= -
n n(uc(t +nT) — Uc,eq)
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I. Oscillateur amorti électrique : circuit RLC série libre 7

avec n le nombre de périodes utilisées pour le calcul. Il permet de quantifier I’amortissement : plus J est
grand, plus 'amortissement est important.

Propriété E5.6 : Décrément et facteur de qualité

Le décrément logarithmique et le facteur de qualité sont reliés par :

T 72 1
6_? Q= §+E

Démonstration E5.6 : Décrément et facteur de qualité

On développe le calcul en commencant par le dénominateur :

A

t4+nT !
uc(t +nT) — uceq = o (A" cos(Q(t +nT) + ¢0)) ; o 5= T ra
L 1 | T £ a7
=A’ cos(Qt+o) I Q
o ’ ! 2m 27 > Qr = % 402 -1
Suct+nT) —uceg =€ 7 e 7 (A cos(Q + ¢p)) 1 So=5-=
eq \ f | Qr 40%2 -1
=uc(t)—uc,eq } 2 Au carré
uc(t) — UC,eq _ en% 3 PN 4Q2 1= 45%
uc(t +nT) — U ,eq @ 3 On isole Q
o1 UC(t) — UC,eq T | o) Q w2 + 1 m
n =n— w =1\ =+~
uc(t +nT) — uc,eq T ! 02 4
I/D)2| Cas A=0< Q =1/2: régime critique
I/D)2.1 Solution de I’équation
@ Démonstration E5.7 : Solution critique
La seule racine de I’équation caractéristique (E5.1) est double, et vaut
r=—wgp soit wuc(t)=(At+ B)exp (—wot)
< On trouve B : uc(0)=E=(A-0+B)-1=B <&
d
< On trouve A : % = (A) exp(—wot) + —wouc(t)
t
Sduel ) _gpawE=0 e
e |, c 0 u
— € Propriété E5.7 : Solution critique
} duc R=20320 ' n :QQQEE(;
Pour un facteur de qualité Q@ = 1, uc | @ |, =0 Q=05 | ’
s’exprime par ! l "% —0
| uc(t) = B(wot + 1) exp(—wot) | | 3
et on n’observe pas une oscillation : au | t 3
facteur de qualité critique, ’amortissement | L-a3mH LC :f;om}FI
est suffisamment important pour empécher | C=20aF -
uc de passer sous 0. ! FiGURE E5.9 ! Ficure E5.10

I/D) 2.2 Reégime transitoire

Démonstration E5.8 : Régime transitoire critique

En négligeant le terme linéaire en t devant la décroissance exponentielle, on a

%\exp(—wot%) = 0,05Xi<:> tgs =

In(20)
wo
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8 Electrocinétique — chapitre 5. Oscillateurs amortis

@ Propriété E5.8 : Régime transitoire critique

A Le temps de réponse a 95% est atteint a tg5 tel que

C’est le régime le plus court sans dépassement.

0
tgs ~ > avec Ty =

wo

T _ 27 3

I/D)3| Cas A >0< Q < 1/2: régime apériodique

I/D)3.1 Solution de I’équation

® Démonstration E5.9 : Solution apériodique

O =mmm
o= Les racines de ’équation caractéristique (E5.1) sont i <& Avec la premiére CI :
réelles, et on a |
| uc(0)=FE=A+DB
-G+ VA :
=T 2 i < Avec la seconde CI :
1, wo |
Sry=——+ —+/1—-4Q? | du 7(0 Ar
* T 2Q Q ! —< Z—Q@Ar_,r—i—Br_:0<:>B:——'F
1 ! dt |, C r_
e = (-1£v/1-1¢7) |
' En combinant, on trouve
Dans la forme homogéne, on a donc | Z z
| A= et |B=—"* | nm
uc(t) = Aexp(rit) + Bexp(r_t) | Ty —T_ Ty —T_
—| @ Propriété E5.9 : Solution apériodique
A . b R=7500Q i R:QEO%%
Pour un facteur de qualité Q < 1/2, uc Q=02 | '
s’exprime par 1 ! duc| _
| | dt |,
E | 1
uc(t) = ———— (ryoe"t —r_e'+? ! 1 “"
olt) = s (r+ )| |
| Lo
et on n’observe pas une oscillation. Le | I — 43mH : L =43mH
L. . . | _ ! C =20nF
régime transitoire est plus long que pour ¢=20mF
Q = 1/2 : V'intensité est plus faible. ! FIGURE E5.11 ! FIGURE E5.12
Remarque E5.3 : Forme de solution apériodique
ﬁ Selon les besoins, on peut écrire la solution sous une autre forme. Notamment, on peut montrer qu’elle s’écrit
A 2 A
uc(t) = Ee™ | cosh £t + sinh £t
2 A 2
I/D)3.2 Reégime transitoire
o Démonstration E5.10 : Régime transitoire apériodique
o= Le transitoire sera contraint par 'exponentielle la « moins décroissante » ; on compare donc r_ et . On

remarque d’abord que les deux racines sont négatives (d’ou la décroissance exponentielle) :

re<0s A (1ﬂ/1f4Q2)50 Or, RO
I . o | > Iyl
S |— 1< |—
T_— Ty

>T=|1/r|
= T <’7'+

On a donc | tgs = 74 In(20) | (cf. démonstration E5.5).

Pour @ <« 1, on utilise | v/1 + x > 1+ x/2| pour simplifier 4 :
x

2
e4/1-4Q2 <12
& 4Q% >0 ce qui est vrai.

e1-1-4Q%>0 |
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II. Exemple amorti mécanique : ressort + frottements fluides 9

r+:f%<17m>

Wo 4@2
> g (- (1-%5))

=>rye ~ —Q(wo
+Q<<1 Q

T ) Ty
Avec In(20) ~ 7 : tos ~ —— soit  |tgs A —
(20) Quo 2Q

— @ Propriété E5.10 : Régime transitoire apériodique

A Le temps de réponse a 95% est atteint a partir de tg5 tel que

T 2
tos = % avec Ty = w—z

Implication E5.2 : Résultat R — 0o < Q — 0

>> Quand @ — 0, on peut négliger le terme d’ordre 2 dans I’équation différentielle devant le terme d’ordre 1;
on se retrouve alors avec une équation différentielle du premier ordre, ce qui est cohérent avec I’amortissement
exponentiel !

IT | Exemple amorti mécanique : ressort + frottements fluides

VYIS Présentation

E — € Définition E5.3 : Situation initiale et bilan des forces =
1 frott
. . 1 i Lo > £ ‘
< Systéme : {point M} de masse m ; T Tl B
O Reéférentiel : Ry, supposé galiléen } M
| ' Fressort 3
<& Repére : (0, u,,uy,) (voir schéma) ! O RO P r
< Repérage : 3 Ficure E5.13
OM = ()T T = #()a ;@ = F()a 3 < Bilan des forces :
| Poids P= mg = —mgu,
< Longueur du ressort : £(t) = zpm(t) —z0 = z(t) | . - _
: Réaction R = Ru,
< Position initiale : 2(0) = Ly > 0 3 Hooke F.—_ () — L)
<& Vitesse initiale : 7(0) = 0 3 Frottet Ff — _aT(t) = —ad(t)i

IIWAEN Equation différentielle

@ Démonstration E5.11 : Equation ressort amorti

© ==mm
@ —— [
prap— - 3 - — — |
ma =P R4y F . On identifie wy et Q :
< mi(t)u, = —mguy + Ry, — k(L(t) —Lo)uy — ad(t)uy |
| M— I
T . = | k k
=mi(t) + ax(t) + kx(t) = kloy @ ! woT = W = [
< B(t) + a:’b(t) + kx(t) kﬁ : JEm
m m ~—mo l a  w mw km
wm m m \> Canonique | et o 60 Q= TO Q= “a n
o i(t) + aozt(t) + woz(t) = wo?lo "
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—

@ Propriété E5.11 : Equation ressort amorti

A

La position x de la masse est régie par :

wo .

i(t) + 0 &(t) + woz(t) = wo?lo

{y reste donc la longueur d’équilibre du systéme.

l k .

b O wy = o la pulsation propre;

| VE

Lo Q= VAR 6 facteur de qualiteé.
| (0%

Important E5.3 : Analogie RLC-ressort amorti

Ici aussi, les deux systémes sont régis par la méme équation
différentielle. On observe une oscillation amortie du ressort

autour d’une position d’équilibre, ici zoq = 4.

Ici, c’est le coefficient de frottements « qui dissipe 1’énergie sous

forme de chaleur : on 'associe a R.

VAN Bilan de puissance

Propriété E5.12 : P ressort

Elec +—Meéca

LdM+—PFD

u +—— F
— T
— v

L +«— m

Cles &k

R +— «

1 q
! i

Dans le systéme masse-ressort horizontal avec frotte-
ments fluides, I’énergie mécanique diminue propor-

tionnellement au coefficient de friction « :

A&,

e —av(t)? <0| donc

Em (1)

Démonstration E5.12 : & ressort |

IIVADR Solutions

A partir du PFD xuv :

1

mIpin + arpty + kxpty =0

& d( 2+1k 2) 2 >f
—( =mv® + Zkzj, ) = —av

dt 2

| [

2

=é&c =é&g!

(=9
<

<
53

&le
W=
~

M)

—

Implication E5.3 : Solutions ressort

»|’

On a les mémes solutions en changeant uc par x et E par Lg

Lycée POTHIER
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