— Electrocinétique — chapitres 4 et 5

Correction du TD d’application

e ‘ I |Forces de rappel d’un ressort

On commence par tracer les vecteurs unitaires u, et u., puis le vecteur u;, pour chaque situation :

Or, la loi de HOOKE stipule que F= —k(€(t) — £o)ug, : il nous faut également la longueur £(¢) du ressort dans chaque
situation, en faisant attention au fait que la longueur /¢ est forcément positive. On a donc :

D = et t)=x(t) soit |F = —k(x(t)—Lo)iy|;

= —ius et ((t)=zg—a(t) soit |F =k(zy—a(t)—Lo)is

=1, et Ct)=zx(t)—xn soit |F =—k(z(t) -z — Lo |;

Ur=—u, et L0(t)=—z(t) (car z(t) < 0) soit F =k(—z(t)— bo)us < | F = —k(z(t) + Lo)u |;

ar =, et Lt)=z(t) soit |F=—k(z(t)—l)a|;

£ | II |Etude énergétique d’un oscillateur harmonique électrique

Une fois le générateur de courant stoppé, I’énergie totale est la somme de I’énergie stockée dans le condensateur et
de celle stockée dans la bobine, soit

1 1
6t0t = §Cu2 + §L7/2

En dérivant on a donc 48 1 d ) &
U i
U O u— 4 = - 2i—
dt 2 dt 2 dt
Comme on demande de ne faire apparaitre que 7 dans le résultat, on remplace u avec la relation courant-tension de

la bobine et on développe :

d&io 1 di d di 1 i
—— =-C-2L—— ( L— —L-2i—
a2 dt dt ( dt> R T ,
4e & 4% & On développe
tot 2 .
— 20 i
< Tat Cae T . .
" 6o Ldi Lcd2i ., On factorise par Lg;
=L— — +1
dt dt dt2

| Attention E4 et 5.1 : Courant de C |

A
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Le courant circulant dans le condensateur est ic = C’%, mais i¢c n’est pas i : n=ic + 1.




2 Electrocinétique — chapitres 4 et 5. Correction du TD d’application

Le circuit ne compte qu’une bobine et un condensateur qui stockent de I’énergie sans la dissiper, et donc aucune
résistance. L’énergie électrique dans le circuit est donc constante, et on en déduit que vVt € R :

d&iot d d?i
=0 donc LC—+i) =0
dt dt de?
On a donc un produit qui est nul. Or, la tension de la bobine L% ne peut étre constamment nulle, c’est donc le
terme entre parenthéses qui est nul, c’est-a-dire :

LCd2'+ 0 d2’+ 0 L
1= woZi = avec wo =
d? a2 " VIC
Important E4 et 5.1 : Equation différentielle
@ On retrouve bien I’équation différentielle d’un oscillateur harmonique, sans passer par les lois des nceuds et des

mailles. Cette approche énergétique est trés élégante et efficace ; nous la reverrons en mécanique puis partout
en physique.

C' et L sont en paralléle, donc partagent la méme tension w. Soit i¢ le courant traversant C. Comme n(t > 0) =0, la
loi des noeuds donne

0=1ic+1i donc CE—’_Z_O

avec la RCT du condensateur. Comme u est aussi la tension de L, avec la RCT de la bobine on retrouve bien

2

§01) =0 i(0) =1,
l ;C(O‘*’)I >
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FIGURE E4.1 — En 0~ FicurgE E4.2 — En 0%

A t =07, le circuit est alimenté par 7(0~) = I et on suppose le régime permanent atteint : la bobine est donc
équivalente & un fil, et le condensateur & un interrupteur ouvert. On en déduit donc

i(07)=1Iy et wu(07)=0

Par continuité de i traversant la bobine et de u aux bornes du condensateur, on a

[i(07) =i(0") =Tp| et w(07) =u(0*)=0

. Qi
Or, u(0%) = L% d’aprés la RCT de la bobine. La seconde condition initiale est donc d—z =0
0+

L’équation étant homogéne, on injecte la forme générique :
i(t) = Ke™ = ry = +jwg
& i(t) = Kie*0" + Koe %0 & j(t) = Acos(wot) + Bsin(wot)

Premiére CI : i(0)=I =4
di di
Seconde CI : d—z = — Awp sin(wpt) + Bwg cos(wpt) = d—; =wgB=0 donc B=0
0
D’on ‘z(t) = I cos(wopt) ‘
di -
et u(t) =Ly & |u(t) = — Lywy sin(wot) |
On retrouverait bien i¢c = —C‘é—’; = —i d’aprés la loi des nceuds.
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III. Masse percutant un ressort 3

ITI | Masse percutant un ressort

0t
& Systéme : {point M} de masse m Y K ( ) N ﬁ
<& Reéférentiel : Ry, supposé galiléen 2 M
‘ =
<& Repére : (0, u,,u,) (voir schéma) T >$
O -
<& Repérage : avec © = i—f la dérivée temporelle, P

FiGUuRrE E4.3

<& Longueur du ressort : £(t) = zp(t) — zo = x(t) © Bilan des forces :

|
|
I
l
I
I
|
I
I
|
I
l
I
|
l
I
— I
. X
I
l
I
|
l
I
I
|
I
l
I
|
|
I
l

< Position initiale : 2(0) = ¢ Poids P =mg = —mgiy,
<& Vitesse initiale : 7(0) = —uvou, Réaction N R = Ruy
HOOKE F=—k(®) —Lo)us
Avec le PFD on a donc
mié=P+R+F
& mi(t)T = —mgT + R, — k(((t) L)
—

=z(t)

On effectue le changement de variable zy (t) = x(t) — fo, et sur 'axe @, on trouve bien

‘mih(t) + kxp(t) =0 ‘ & ‘ Zn(t) + WQQQSh(t) = O‘

[k N . .
avec wy = 1/ —. La projection sur u, montre que la réaction du support compense le poids.
m

dx
On a: zp(0) =0] et ==y
dt |,
Forme générique : rp(t) = Ke™ = ry = +jwg  soit  ap,(t) = Kel@ot 4 Kye~iwot

& ‘ xp(t) = Acos(wot) + B sin(wpt) ‘

CI: 2, (0) = Acos(0) +Bsin(0) < A =0
—a  —
—1 —0
d
e} g — Awg sin(0) +Bwy cos(0) < B = o
dt |, L — wo
Vo . Vo .
On a donc xp(t) = —— sin(wot) < | z(t) = Lo — — sin(wot)
wo wo

En supposant que le ressort puisse se comprimer & 'infini, la masse vient percuter la paroi située en O si 'amplitude
de z(t) est égale a 0, c’est-a-dire

Vo

4| [ =k
wo

On remarque donc que plus vy est grande, plus cela est facile, mais également que plus wg est faible est plus cela est
facile.

En effet, plus la pulsation est élevée et moins la masse a d’amplitude a vy fixée. Ceci correspond bien & 'intuition
qu’on pourrait en avoir énergétiquement : une énergie mécanique totale se répartit dans I’énergie potentielle élastique
d’une part, c’est-a-dire la distance d’élongation du ressort, et dans I’énergie cinétique d’autre part, donc dans sa
vitesse.

IV |RLC sur ¢ et bilan d’énergie

[
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4 Electrocinétique — chapitres 4 et 5. Correction du TD d’application

ur(0%) = ur(07) = E

{ R 0000

- R
- L I
| +q(0%) o
o T Cc T+
| —q(077] S
= O
S S

<

i(07) =0 i(07) =0

_ +
FiGUure E5.4 — En 0~ FIGURE E5.5 — En 0

A t = 07, le circuit est depuis longtemps sous la tension e = 0; il a donc atteint son régime permanent, et le
condensateur s’est déchargé et est équivalent a un interrupteur ouvert : forcément,

i(07)=0] et [q(07)=Cu(07) =0

De plus, la tension aux bornes d’un condensateur est continue donc sa charge aussi, c’est-a-dire

[4(07) = 4(0%) = 0]

et comme le courant traversant une bobine est également continu, on a

dg

. — o + _ .
1(07)=4(0") =0 soit It

=0

0+

Avec une loi des mailles, les RCT de la résistance, de la bobine et du condensateur et la relation i = %, on a

4
UL+UR+UC:E<:>LCT;+R7;+%:E
d’¢ _dg ¢ d?q dg ¢ E

ot gl 4 _ptd o4 9 2
w Tta o @ TwterT I

L’équation caractéristique de discriminant A de 1’équation homogéne est
24+ 29r +we? = 0= A = 4(y* —wp?)

Comme wy > 7, on a A < 0 et on est donc dans un régime pseudo-périodique. On aura donc

1
R e e e Py

La solution particuliére est %ﬂg = CFE, donc on aura la forme générale

q(t) = e (Acos(wt) + Bsin(wt)) + CE |

Avec la premiére CI,

et avec la seconde,

#0)= A+ CE =00 [4=—0F]
dq

I = yA+Bw=0|B=-CEZL
dt |, w

soit finalement

q(t) = CE — CEe™ (cos(wt) + % Sin(wt))
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IV. RLC sur g et bilan d’énergie 5

On dérive q :

i(t) = CEve™ " (cos(wt) + X sin(wt)) — CEe™ (—w sin(wt) + T cos(wt))
w w .

9 D On factorise

& i(t) = CBe (cos(wt) [y — 7] + sin(wt) [1 + w])

> Méme dénominateur

2 2
oilt) = B Y G w)
w
5 > W2 —w? — A2
w
ali(t) = CEe " =2 sin(wt) [ |
w

La charge finale atteinte est CE et le courant final est nul. Ces valeurs se retrouvent facilement en remarquant qu’en
régime permanent, le condensateur se comporte comme un interrupteur ouvert et la bobine comme un fil ; le courant
est alors nul, et ainsi les tensions aux bornes de L et R le sont également : la tension E du circuit est entierement
dans uc, et sa charge est donc C'E.

q ?

N\
VA

@L+@C+@J:@G:>‘8LC+8J:8G‘

@ Un bilan de puissance sur le circuit, (i.e. loi des maillesxi) donne

On trouve donc naturellement que I’énergie du générateur se répartit entre la bobine, I'inductance et la résistance.
On va donc déterminer &g et €, pour trouver &; par différence.

L’énergie fournie par le générateur s’obtient en intégrant la puissance fournie Ei par le générateur entre ¢ = 0 et
t — 00. En se rappelant que 7 = %, cette intégrale se raméne & une simple intégration sur ¢ de valeur initiale 0 et de
valeur finale CFE :

oo CE
& = / Fidt = / Edg=E[q=%, < |&; = CE?

L’énergie 8, emmagasinée par I'inductance et la capacité se calcule par différence des énergies stockées dans ces
dipoles entre l'instant final et 'instant initial. Or, les deux dipodles sont initialement déchargés, et comme i =0 a la
fin I’énergie de la bobine est nulle. Ainsi,

1 1q(t)2]"=> 1
o= |=Li(t)> + = & | 8c = =CFE?
LC {2 i(t) +2 ¢, Lc =3
1
Ainsi, & =8c—8c<|& = 5CE?

Ces calculs sont indépendants du régime dans lequel se trouve le circuit. L’énergie fournie par le générateur est donc
deux fois plus grande que celle stockée par la bobine et le condensateur, indépendamment de la valeur de la
résistance du circuit.

Extrapolé & R — 0, ce résultat semble contredire le principe de conservation de 1’énergie, puisque la seconde moitié
d’énergie ne peut plus étre dissipée par effet JOULE. En fait, pour R — 0, le circuit oscille de facon sinusoidale : on
n’atteint jamais de régime permanent continu, et la bobine et le condensateur stockent et restituent alternativement
de Iénergie.
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6 Electrocinétique — chapitres 4 et 5. Correction du TD d’application

e ‘ A\Y |Oscillateur amorti RLC a 2 mailles

On est en présence d’un circuit & deux mailles. On applique la loi des nceuds :

1 )
Il faut changer u en i. Or, uy, = L% ; il nous suffit donc de relier v & uy, par
la loi des mailles :

E=u+uyp
Sur,=F—u

Ainsi, en réinjectant :

B _uw du

"R R dt .
ol B Ldi v
'R Rat ai2

On cherche a I’écrire sous la forme canonique classique

d2i wo di

2, 2,
@—Fa&—k(ﬂo 1= Wo 1o

L’identification & la forme précédente permet alors d’obtenir :

1 e . E
WO—iﬁ y Q—R f et ZOO_E

Avec wy la pulsation propre de l'oscillateur, @ le facteur de qualité et i, la valeur prise par i pour t — oc.

Contrairement au RLC série, ) est proportionnel & R (et non inversement proportionnel). C’est normal car ici,
Iénergie est plus rapidement dissipée si R est faible. Au contraire, si R est élevée (R — 00), la branche contenant R
devient un interrupteur ouvert et le circuit devient équivalent & un oscillateur harmonique type LC série. @ tend
alors logiquement vers 'infini.

On étudie les conditions initiales grace a deux schémas :

Fi1GUuRE E5.6 — Circuit a Ficure E5.7 — Circuit a

<& Analysons le régime permanent a ¢ = 07, ou le for¢age est nul. Ce régime est continu, donc la bobine y est
équivalente a un fil. Ainsi, d’apreés la loi des mailles,

0=u(0")+0 donc w(07)=0

Par ailleurs, d’aprés la loi des noeuds,

i(07) =ir(07) +ic(07) =

En effet, ic(O_) = 0 car le condensateur est équivalent & un interrupteur ouvert en régime permanent.
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V. Oscillateur amorti RLC & 2 mailles 7

< En t = 0%, la continuité de ¢ au travers de la bobine impose :
i(07) =i(07) =0

Afin de trouver la condition sur %,

utilise la loi des mailles a ¢t = 01

il faut déterminer la valeur de uy(0%). Comme on cherche une tension, on

E =u(0%) +ur(0h)

Or, u étant la tension au borne d’un condensateur, elle est nécessairement continue et égale a sa valeur en 0~ donc

di E
ur(0Y) =E  soit d—z I
0

Le courant i(t) s’écrit comme la somme d’une solution particuliére de ’équation différentielle compléte et d’une
solution de 1’équation homogéne. Comme le forgage (qui se lit dans le second membre) est constant, le régime
permanent (qui se lit dans la solution particuliére) est constant aussi. La solution particuliére est donc telle que

040+ L E d’ot 1 E
—ipy = = ou i,=—
LC?  RLC PR
Remarque : La solution ¢, déterminée sous forme d’une constante est toujours égale & i, identifiée dans la forme

canonique.

Pour trouver la solution homogéne, écrivons I’équation caractéristique,

2, Wo 2
"+ —r+wy” =0
Q

1 15
Q@ = 2 donc A:w02(4—4>=—4w02<0

Les racines de I’équation caractéristique sont donc complexes conjuguées,
wo
4

ot p est le taux d’amortissement et w, la pseudo-pulsation des oscillations. La solution homogéne s’écrit alors

w
rig = ijf\/lB soit 119 = —p % jw,

in(t) = e " (Acos(wpt) + Bsin(wpyt))

Avec A et B deux constantes d’intégration réelles. En sommant solution homogéne et particuliére, on obtient la
solution générale :

i(t) = e " (Acos(wpt) + Bsin(wpt)) + %

Reste & déterminer les constantes d’intégration A et B en t = 0"

E E
i(0+):§+A:0 donc A:_E

Calculons I'expression de la dérivée

Qi
d% = w, [~ Asin(wpt) + B cos(wyt)] e ™ — j1[A cos(wpt) + Bsin(wyt)] e H*
o di E E /(1 pu
Ainsi am:BwP—,uA:Z donc B:%<L_R)
. . E FE _ R /1 AN
Finalement i(t) = 7 R® Kt [cos(wpt) - o (L - R) sm(wpt)]
]_-6 ] ]
1.4 .
Le tracé « direct » n’est pas possible, il faut donc utiliser 1.2 F 7
les informations a disposition : conditions initiales, qui Eﬂ\ 1.0
donne la valeur & t = 0 et le signe de la pente de la < (.8 } -
tangente, régime pseudo-périodique avec environ @ = 2 06}k -
oscillations, et solution particuliére qui donne le régime = 0.4k _
permanent asymptotique. Un exemple de chronogramme 0.2 ]
acceptable est représenté figure ci-contre). 0' 0 i i | |
0 1 2 3 4 )
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— Electrocinétique — chapitres 4 et 5

Correction du TD d’entrainement

‘A"kik I | Oscillateur & deux ressorts

[1]a)

Cette fois-ci, on a deux ressorts : le premier tire dans le sens —u, et le second dans le sens +u,. On étudie leurs
longueurs :

<& 44(t) la longueur du ressort 1 s’exprime ¢; = AM. Or, d’aprés 'énoncé foq = AO = OB : en décomposant
(puisque les distances sont sur le méme axe), on a donc AM = AO 4+ OM = /g + .

<& Le ressort 2 a comme longueur f2(t) = MB = MO + OB soit £ (t) = leq — x(t).

Ainsi, le bilan des forces s’exprime :

Poids = —Mmgly

Support R= Ru,

Ressort 1 Fi=—k(ly(t) — L)ty = —k(leq + z(t) — o)ty
Ressort 2 Fo = +k(la(t) — L)ty = +k(leq — z(t) — o)ty

Ainsi, le PFD donne
m@ =P+R+F+Fy
dQI_, — — — —
pe= —k(bq + & — L)tz + k(boq — = — 46)us — mguy + Ru,

Sur I’axe u, on trouve alors

S m

d?z d?z 2k

La projection sur u, montre que la réaction du support compense le poids.

Sous forme canonique, cette équation se réécrit

d2x 9
@ —+ W xr = 0
. , . . . . 2k . 2 m
C’est bien I’équation d’un oscillateur harmonique de pulsation | wg = 4/ — |et donc de période | Ty = — = 27 %t
m wo

Doubler la constante de raideur divise par v/2 la période : le ressort oscille plus vite qu’avec un seul ressort.

L’expression générale de z(t) est donc x(t) = Acos(wot) + Bsin(wot). Or, en t = 0, on a z(0) = z¢9 = A, et

‘(ij—f =0 = wyB; ainsi
’x(t) = 1z cos(wot) ‘
On ajoute Z?frott = —awu, au PFD, ce qui donne
A2z dz
— +h— 2r=0
ae Ty e

On sait qu’on a des oscillations amorties quand le discriminant A de I'équation caractéristique est négatif : A < 0.
Or ici, I’équation caractéristique est

2+ hr+w?=0= A= h%— 4dwy?

2k
A<O@(Z>¢<;§wo¢®a<2mwm
= a < 22V km

Dans ce régime, on aura donc les racines

h 0 h
ri:_gij\/w02_4@ re=—5+jw| avec |w={lwe®— —
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10 Electrocinétique — chapitres 4 et 5. Correction du TD d’entrainement

La solution générale est alors

2(t) = e M2 (K e + Koe %) & | 2(t) = e /2 [D cos(wt) + E sin(wt)]

On a les mémes conditions initiales, soit 2(0) = 29 = D et i—f =0= —ﬂvo +wk, dou E = a:o Ainsi,

z(t) = zoe /2 [cos(wt) + % sin(wt)

On a donc une pseudo-période | T = — =

IT |Décrément logarithmique électrique

Ry et C sont en paralléle, donc u(t) est a la fois la 3
tension aux bornes de C' et de Ry. De plus, a t — oo, |
la bobine se comporte comme un fil et le condensateur
comme un interrupteur ouvert : le circuit est donc |
équivalent & un diviseur de tension avec Ry et Ry en 3 E T(
série alimentées par la tension F, et on a donc !

Ry

= OO:7E
u(oo) = u T

FIiGURE E5.1 — Pour t — oo

On applique les lois de KIRCHHOFF :

Avec la loi des neceuds :

. . . . |
Avec une loi des mailles et les relations courant-tension :
|
|
| d u
|
|
|

di . .
u—i—Ld—z—i—Rli:E z:zl+12:C'f+Rf2
En combinant :
d du u du
L — =F
ur dt(Cdt )Hp”cdt’LR1 R, o
& I du du R Distribution de la dérivée
oty Ldu Sy —E
S u+ Cdt2+R dt+Rlcdt+

42 I 4 Factorisation

U u

LC— R.C

& dt2 ( 7 +1m ) ( + }é )
2

d?u ( 1 )du <R1+R2> U E
& — + + — |l ==

Division par LC
et méme dénominateur

N N "N AN I~

dt2 RyC dt Ry LC ~ LC ,
Expression de F selon e
<:>(127u_|_ 1 _|_& dl_|_ Ry + Ry v By + Ry Uoo
dt? RQC L dt Rs LC Rs LC
Canonique
d2
@@—FzA +QJO U—W()uoo

avec wo = i M et A:} 1 +&
0 LC Ry 2\ R,C ' L

Pour la solution de I’¢quation homogéne, on injecte uy(t) = Ke™ la forme générique pour obtenir 1’équation
caractéristique. On en cherche alors les racines grace au discriminant A :

242X +we? = 0= A =4\ —we?)

On sait que A < 0 puisqu’on observe des oscillations amorties. On aura donc

A1 -
it o) [ ER] e [0= o

La solution particuliére étant visiblement u, = 1o, on aura la forme générale

u(t) = up(t) +up < |ut) = e ™ (Acos Qt + Bsin Qt) + uso
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II. Décrément logarithmique électrique

11

Or, avant 1’échelon montant, le générateur est éteint

Or, par continuité de I'intensité traversant une bobine

depuis longtemps. Ainsi, le condensateur est déchargé, et de la tension aux bornes d'un condensateur, lors
de I’échelon de tension on garde ‘ i(0T) =4i(07) =0 ‘ et

‘u(0+) =u(07)=0 ‘

et [u(07) =0/, et aucun courant ne circule dans le

circuit, donc [¢(07) =0

L |

((T‘)T

FI1GURE E5.2 — Schéma en t =0~ FIGURE E5.3 — Schéma en t =07

Ainsi, avec une loi des nceuds, on a i(0%) = 41 (07) +45(0T). Seulement, comme i5(07) est le courant passant dans la

d
résistance Ry de tension u(0%) = 0, on a i5(0%) = u(0%)/R = 0, soit avec la loi des noeuds, |i1(0") = 0= C ditL

0+

| Premiére condition | | Seconde condition |

u(0) =0 A+ ue =04 A= —uy| du

— Moo
Q

1 =0 -M+BQ=0&|B=

0

Finalement,

u(t) = Uso (1 —e M (cos(Qt) + 35111((21&)))

@ On lit I’abscisse du premier et du troisiéme maximum, qu’on appelle t1 et t3 respectivement. On a alors

ts —t1
2

MW =t —t, & |T = AN. : T=38x10"%s

t1=0,19 x 10735

{tg, =0,95%x10"3s
avec

4 On calcule § avec deux pseudo-périodes ici. On lit la valeur de tension aux premier et troisiéme pics, a t; et t3
respectivement, ainsi que ce qui semble étre la valeur limite o :

B U(tl) = 4,9V
L (““”““) AN. : 5=0092

0=—-1In avec u(ts) =3,3V
2 \ulty) — uw loo = 3,0V

Avec Pexpression de u(t), on peut développer le dénominateur de ¢ :

u(t 4+ nT) — us = e AT x e M (Acos(Qt + n€dt) + Bsin(Qt + th))

=cos Qt =sin Qt
L 1

u(t)—uoo®

— e+)\nT = § = %hl(e)\nT)

Ainsi,

S|0=M )= AN. : A=23x10%s7!

§=0,92
T=38x10""*s

@ On sait que A s’exprime en fonction de C, on l'isole donc de son expression :

1 Ry 1
BRCTT TN T T
Ry = 1,0k
_ 1 Ry = 50kQ L
T e o EE | T L =500mH AN. : C=760F

A =23x 103571
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12 Electrocinétique — chapitres 4 et 5. Correction du TD d’entrainement

Interprétation E4 et 5.1 : A retenir

7

Q En régime pseudo-périodique, 'amortissement du signal est di & 'exponentielle de la solution générale. En
calculant le logarithme du rapport de la solution & un instant ¢ et de la solution & un instant ¢ + n7" avec T la
période on calcule donc le facteur de I’exponentielle décroissante, ce qui permet de trouver les caractéristiques
du circuit.

A | III | Décrément logarithmique mécanique

10 <> Systéme : {point M} de masse m

1

1
NN
NN
NN
NN
A

<& Reéférentiel : Ry, supposé galiléen 3 =§
[ -
& Repére : (0,u2) (voir schéma) b EE}
i ) el
<& Repérage : OM = z(t)u, ;U = 2(H)u, ; d = 2(t)uy | —
<& Longueur du ressort : £(t) = zpm(t) — zo = 2(¢) 3 bof-
< Bilan des forces : | z |-
Poids P=mgq =mgu. | \z’
Hoox P\ = —k(€(t) — )it = —k(=(1) — )2 :
- - NN ! FiGUure E5.4
Frottements Fy=—av =—az(t)u; l
PFD: m@ =P+ Fp+ Fy = mi(t) = mg — k(2(t) — bo) — ai(t) & mi(t) + ai(t) + kz(t) = mg + kb
7 . mg
A Téquilibre, Zeq = Zeq =0 = kzeq = mg + kly & 2eq = o + e

A cause du poids qui n’est pas compensé par la réaction du support, la longueur d’équilibre est plus grande que la
longueur a vide du ressort, .

Ainsi mE(E) + ai(t) + ka(t) = kzeq < | 5(t) + %2(0 PRI L
o lat) + %u(t) + %u(t) —0

/4 On met ’équation sous forme canonique et on identifie :

il(t)—l—%u(t)—&—wozu(t):O avec wOZ\/% et ﬂ:%@Q:wO@@ Q:ﬁ

4 On peut estimer ) en comptant le nombre d’oscillations avant d’arriver a 95 % de la consigne. Ici on reléve une valeur
maximale upax & 2,7 cm, donc on arrive au régime permanent pour u(tgs) &~ 0,05umax =~ 0,13 cm. L’oscillogramme
est tronqué, mais on peut estimer que @ > 5, on aura donc @ < 10.

Forme générique u(t) = Ke™ = 1?4 ﬂ7’ +we2=0
9 g q (t) 0 0
2 2
Discriminant A= w% — 4dwy? = w% (1 — 4Q2)
Q Q
—20 43/ —A
Oscillations = A < 0 = pp=—Q 1T T _ ¥ % 52
2 20~ 2Q
1 2 402 -1
Slry =——1jQ| avec T:—Q et Q:Qi
T wo T
Ainsi u(t) = e 7 (A cos(2t) + Bsin(Qt))

Sans conditions initiales, on ne peut déterminer A et B.
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III. Décrément logarithmique mécanique

13

21 2T 2m 2Q 2Q
TS = =— & | T =T > T,
4 [6] Q 10 —1  wo/4QZ 1 Cagr—1| "’

9 Uso = 0 donc

u(t+nT)=e"

T =0 1

- (Acos(Q(t +nT)) + Bsin(Q(t + nT)))

=sin Qt

T
=

=cos Qt

S u(t+nT) = e_”%u(t)

:>5:lln % :lln(enz)@dzz—&r@ 5:727T
n e T k) n T 7 402 — 1

2 21\ 2 21\ ? 2 1

2 _ = | — 2 = i =4 =+ =

S /4Q2% -1 (5>@4Q 1+<6>¢>Q 52+4

7

Or,

0~030 = @~10 similaire a ’estimation Question .

VAQ? 1210 4Q° -1~ 100 & Q* ~ 25 & [Q ~ 5|

On peut donc considérer que @ est suffisamment grand pour que I’approximation soit valide.

32 1
E Q= WjLiz\/100+0,2 ~ /100 ~ 10
‘ 107 -1 2Q
6 Q = a—_—- - - - ) — =
@ T o
Or, tmax = 0,28 et tmax + 5T =49s < 5T =42s< T ~0,8s
2
Or, wo ~ N = % = w="75rad-s"?
2-3 3 _
E ‘ wo = == x 10 =7 > 10 =7 5rads™"
6 v k= 10N-m-1 | o k=10N-m™!
m~ — | avec 1 } a=——| avec m =180 x 1073 kg
w? w = T7,5rad-s | Q _
‘ Q=10
AN L= 0718kg 3 AN o 0713kg'5_1
10 10
=—~ — ~ 0,18k
E m 7752 56 ) g
v/10-0,1 V1
oo YOOI VIS 0,13kg-s~!
10 10
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