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SII — Automatique & Cinématique MPSI - DM3

Exercice Bonus : Géométrie d’une imprimante 3D parallele

1 Présentation du systéme et paramétrage cinématique

Une imprimante 3D est une machine permettant de fabriquer des pieces volumiques par ajout de maticre, c’est a dire
en déposant des fines couches successives de plastiques afin de former un objet.

Ny

FIGURE 1 — Imprimante 3D parallele FIGURE 2 — Paramétrage de I’imprimante 3D

2 Détermination des lois de commandes des moteurs de ’'imprimante 3D

Une imprimante 3D parallele s’appuie sur une architecture a 3 barres rigides (cf FIGURE 2) de longueurs L comman-
dées par 3 moteurs linéaires pour déplacer le centre de la té€te d’impression M.

L’objectif est ici de déterminer les lois de commande des 3 moteurs linéaires permettant de déplacer M a une posi-
tion (x,y,z) précise de ’espace.

Les déplacements des moteurs sont paramétrés par les longueurs A,(¢) telles que A; B; = A,(¢)Z. Le repere fixe 1ié au
bati de I’'imprimante 3D est noté R(O,X,y,Z)

Q 1. Déterminer les coordonnées des points A;, A, et

Q 2. Déterminer I’expression du vecteur MB;.
Aj; dans le repere R.

R — x(¢)
2
R cos <—(k— 1))
3 MB, = MO+ OA, +AB, = | =¥
. . (2
Pourk € {1,2,3}, OA, = Rsm(?ﬂ(k—l)) . A (1) — z(2)
0
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Q 3. Sachant que la longueur || M B, || est égale a L, déterminer I’expression de 4, en fonction de x, y, z et des caracté-
ristiques de longueur de I’imprimante.

| MB,|| =L:\/(R—x)2+y2+(/11—z)2 = L*-(R-x*-y"=( -2z

= IO =z+VI2—(R-x2-)> oui-z>0 et L*—~(R—x>-y*>0

Q 4. Par un raisonnement similaire, en déduire les expressions de 4, et 4.

A(t) = z+\/L2 - (Rcos(%”) - x>2 - (Rsin(%”) - y>2 ol A, > 7 et Lz_(Rcos(%”) - x>2—<Rsin(2?”) - y>2 >0

(1) = z+\/L2 - (Rcos(%”) - x>2 - (R sin(%”) - y>2 ou iy >z et L2—<Rcos(4?”) - x>2—<R sin(%”) - y>2 >0

On rappelle qu’en coordonnées cartésiennes, un cercle de centre (x,,y,) et de rayon R est défini par I’ensemble de
points : {(x,y) € R?/(x —x.)*> + (y — y.)> = R?}.

Q 5. En déduire la surface S théoriquement accessible par la téte d’impression pour une altitude z fixée. Représenter S
dans le plan (x,y,0). Vous prendrez soin de préciser les points limites remarquables de cette surface.

N L+R
A une altitude z(r) fixée, les « deuxieémes » inégalités 1 Zone accessible

se réécrivent, pour k € {1,2,3}:

L-RA
2 2 R

<x — Rcos (2—”(k - 1))) —(y— Rsin (2—”(k - 1))) <12
3 3 0-
Ce qui correspond a I’intersection de trois cercles de R
centre A, et de rayon L. (LR

Les limites de cette surface S sont +(L — R) dans les
directions X et y AL+ R)

-(L-'i-R) —(L'-R) -;7\ (') F'i L-'R L+'-R
Q 6. En déduire une inégalité entre R et L afin que S ne soit pas réduite a 1’origine O du repere.

On en déduit qu’il est nécessaire que L > R afin que S ne soit pas réduite au point O.

On veut imprimer une hélice de rayon r et de pas p tel que
représentée ci-contre. Un pas p signifie que pour chaque tour
effectué par ’hélice, celle-ci est montée de p métre.

3.0
Pour cela, on utilise un paramétrage en coordonnées cylindrique .
de la position OM de la téte d’impression, mieux adapté a la géo-
métrie de I’hélice. Avec ce nouveau paramétrage, on a : e
‘ 15
1.0
x(r,0) = rcps(@) 10 s
OM = | y(r,0)=rsin(0) avec  0(t) = wt
z 0.5
R 0.0 1.0

A partir de la description faite de ’hélice, il apparait clair que Ualtitude z que devra prendre la téte d’impression
lors de I'impression dépend aussi de [’angle 6.
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Q 7. Donner I’expression de z(@) puis en déduire 1’expression O M (t) lors de I’impression de 1’hélice.

. . R . . . 0 . N
Pour un tour d’hélice (2x rad), I’hélice la téte d’impression monte de p metres donc : z(0) = 5— exprimée en metre.
T

rcos(wt)
= OM(®) = r sin(wt)
pwt/2x

Q 8. En déduire la loi de commande en vitesse }Ll (¢) du moteur 1.

M) =z+ i\/L2 —(R—x)?—-)>= Po 4 i\/L2 — (R = rcos(wt))? — (rsin(wt))?
dt 2r  dt

Rrw sin(wt)

— jl(t) = P;_C‘) -
7 \/Lz _ (RZ —r2 - 2chos(a)t))

Une contrainte « physique » de I'imprimante impose que la plus grande hélice imprimable est de rayon r = R. En
effet, on ne peut pas passer au travers des barres rigides formant les axes de translation des moteurs.

po RPwsin(wt)
2z /L2 =2RX(1 — cos(wt))

Q9. Montrer alors que I’expression de la loi de commande en vitesse se simplifie en 4, (¢) =

En remplacgant r par R, on obtient la formule demandée.

Q 10. Justifier briecvement que, pour pouvoir imprimer cette hélice, il est nécessaire que L > 2R.

Les limites de la surface S étant +(L — R), il est nécessaire que L — R > R <= L > 2R afin de pouvoir imprimer
une hélice de rayon R.

L’imprimante utilisée a une hauteur H = 1 m et un rayon R = 15 cm. De plus, le CdCf impose une vitesse maximale
de translation des moteurs de 1 mm/s. On fournit (cf FIGURE 3 et 4) les tracés des lois de commandes en position et la
vitesse maximale associée des moteurs tels qu’ils ont été déterminés analytiquement aux questions précédentes.

L’objectif « industriel » recherché est de pouvoir imprimer des hélices d’une hauteur h,,,, = 30 cm et de pas p = 10
cm a la chaine le plus rapidement possible.

Q 11. Par lecture graphique des tracés fournis, donner la longueur L, . des bras permettant d’imprimer les hélices. En

max 5: . e
R pour I’imprimante utilisée.

déduire la valeur numérique du ratio

Les moteurs ne peuvent pas « aller plus haut » que la hauteur H = 1 m de I’'imprimante. Par lecture de la FIGURE 3,
j’max H Lmax
~ 1.65 = Lmaxz m ~ 60.6 cm = W ~ 2.

pour imprimer I’hélice souhaitée,
max

Q 12. En déduire, pour ce ratio, le parametre w,,,, permettant d’imprimer a la chalne les hélices le plus rapidement

possible tout en respectant les contraintes du CdCf.

/i P D .
. max 2 Amax
D’apres la FIGURE 4, pour ce ratio, 2025 = w,, = Y R 1.8 x 1072 rad/s.
Omax R (3= +025R)
7
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1.65 Arttht

}\max /!

1.6 — AAt)L
— As(t)IL

Position des moteurs normalisée

0.0 02 0.4 0.6 0.8 1

led * t
Temps normalisé : Do
pw

FIGURE 3 - Loi de commande en position des moteurs

Vitesse maximale normalisée

2.00
1.75 1
1.50 1}
1.25
1.00
0.75

0.50

max(A(t) -%)

wR
max(A(t) —%)
. 2

1.0

15 2.0 2.5 3.0 35 4.0 4.5 5.0
L

Longueur des bras normalisée : SR

FIGURE 4 — Vitesse maximale des moteurs

Q 13. En déduire combien de temps mettra I’imprimante a réaliser une des hélices souhaitées.

m

p

—= = 3 tours (27 rad) pour imprimer une hélice 2 une vitesse @,,,,. Il faudra donc

0% 1047 s ~ 17 min 30 s.

a)max

On se propose dans un dernier temps de comprendre pourquoi il est préférable d’aller « un peu moins vite » en

choisissant ®,,,,, défini précédemment pour L
bras minimale L,,;, = 2R.

max

Q 14. En analysant la figure ci-contre décrivant 1’évo-
lution de la vitesse du moteur 1 pour différentes va-

leurs de ratio R justifier brievement pourquoi il est

préférable d’avoir un ratio — grand, quitte a avoir une

vitesse d’impression un peu plus faible.

Indication : Que vaut la valeur théorique de I’effort
nécessaire, appliqué au niveau du moteur, afin de faire
varier sa vitesse de maniere discontinue ? En pratique,
qu’est-ce cela risque d’impliquer en terme d’usure mé-
canique, voire de rupture, des piéces qui composent la
motorisation de I'imprimante ?

Vitesse des moteurs normalisée

plutot que d’étre « un peu plus rapide » en choisissant une longueur de

1.00 A

0.75 A

0.50 A

0.25 4

—0.25 A

—0.50 A

—0.75 A

—1.00 A

0.0

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

caq .t
Temps normalisé : 2P
pw

s . L . .
D’apres la FIGURE 4, on remarque que, plus le ratio R augmente, avec pour valeur minimale L = 2R, plus la vitesse

d’impression w,,,, diminue.

Cependant pour L = 2R, on voit que la vitesse des moteurs est discontinue ! Or une vitesse discontinue implique
théoriquement un force infinie s’appliquant sur les pieces composant la motorisation de I’imprimante, pouvant détériorer

voire causer la rupture de I’'imprimante.

En effet, la dérivée d’une fonction discontinue tend théoriquement vers +oo au niveau des discontinuités. Or d’apres

le PFD, ma(t) = de(tt) =Y F, ()

irs . . L e
Il est donc préférable d’avoir un ratio R plus élevé, quitte a imprimer un peu plus lentement, afin de respecter la

contrainte de continuité des vitesses des moteurs. On voit, en effet, que pour L = 10R, 4,(¢) est continue. On peut donc
trouver un « juste milieu » pour les dimensions de I’imprimante.



