Lycée Jean Bart pc* Mathématiques 2023-2024

DS 4 : samedi 2 décembre

4h sans calculatrice

Le candidat numérotera ses pages, il encadrera ou soulignera les résultats.

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance & la clarté, & la précision et & la concision de la rédaction. Si
un candidat est amené & repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené & prendre.

Correction

Exercice 1 (proche du cours et/ou des TDs).
1° On considére application f définie sur E = R? par f(z,y,2) = (3x + 4z, —22 — y — 2z, —2x — 32).

(a) Donner la matrice M de f dans la base canonique de R3.

(b) Déterminer le noyau de f, puis en déduire son image.

(c) Déterminer les réels A tels que det(M — Al3) = 0. On note A\; et A2 les deux réels trouveés.

(d) Déterminer, pour i € {1,2}, les sev E), = Ker(f — A\;Id) (on en donnera des bases).

(e) Montrer que E = E), & E),

(f) Donner la matrice D de f dans une base "sympathique".

(g) Reconnaitre application linéaire f.

(h) Pour n € N, donner explicitement M™.
5 3 0 0
2 5 3 0

2° Pour n € N* on considére la matrice C,, € M,,(R) définie par C,, = 0 2 et on pose
0 3 0
0 2 5 3

0 0 2 5

cn = det(Ch).

(a) Calculer ¢; et cs.

(b) Pour tout n € N*, déterminer une relation de récurrence entre c,y2, C,41 €t ¢,.
(¢) En déduire, pour tout n € N*, ’expression de c¢,, en fonction de n.

+oo
3° Etudier la convergence et calculer / exp(—t) sint dt.
0

4° Justifier de I’éventuelle existence des intégrales suivantes :

+oo
(a) / sint exp(—t?)dt;

—o0
T Int¢
1Vt
+oo di

() o Vit+1)

(b) dt;

Correction :
3 0 4
(@ M=-2 -1 -2
-2 0 -3

(b) On trouve ker(f) = {0}, on en déduit Im(f) = R? et que f est un isomorphisme.

(c) On cherche A tel que det(M — AI3) = 0, le polynome caractéristique est yar(A) = (A — 1)(A + 1)2. Ainsi
Sp(f) = {+1}.

(d) On trouve E; = Vect(a) et E_; = Vect(b,c) ot a = (2,—-1,—-1),b=(1,0,—1) et ¢c=(0,1,0)
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(e) Soitz € EyNE_j,ona f(x) =x et f(xr) = —x, ainsi © = —x, ie. 2z = 0, ce qui montre bien que z = 0. On
a montré que F1 N E_; = {0}. De plus E; est de dimension 1 et E_; est de dimension 2, comme 142 =3
il en résulte que : E=F1 ® F_4

(f) (a,b,c) est la base sympathique (base par concaténation de bases de deux sev supplémentaires) et D =

1 0 0
0 -1 0
0 0 -1

(g) C’est la symétrie par rapport & Fy et parallélement & E_4

(h) Ona: M = PDP~!, ainsi M™ = PD"P—1. Or D" vaut I3 si n est pair et D si n est impair, on a donc
M™ = I3 sin est pair et M™ = M si n est impair.
Remarque : C’est une symétrie, c’est donc normal d’avoir M? = I, les autres puissances suivent.

2° (a) On trouve ¢; =5 et 3 =25 — 6 = 19.

(b) On développe par rapport a la derniére colonne puis par rapport a la derniére ligne ce qui donne ¢, 1o =
5Cn+1 — GCn

(c) Ainsi (c,) est suite récurrente linéaire d’ordre 2, son équation caractéristique est X2 — 5X + 6 qui admet
2 et 3 comme racine, ainsi il existe (o, 3) € R? tel que pour tout n € N*, ¢,, = a3"™ + 52", or les valeurs
calculées en a) donnent : 3a 4+ 28 = 5 et 9a + 468 = 19, on en déduit donc que 3o = 9 et —28 = 4, ie
(a, B) = (3,—2), on en déduit donc que : Vn € N*, ¢, = 37+ — ontl,

3° L’intégrale n’est généralisée qu’en +oo, or pour tout ¢, |exp(—t)sint| < e™!, comme fOJrOO e~tdt converge

lintégrale converge. Pour le calcule on procéde par double IPP (on a convergence des crochets : a rédiger
+oo

1
proprement), et on trouve exp(—t)sintdt = 5 On peut aussi remarquer que 3! (cos(t) +sin(t)) exp(—t)
0
est une primitive de ce qui est sous l'intégrale.
4° (a) La fonction ¢ +— sintexp(—t?) est continue sur R, ainsi I'intégrale n’est généralisée qu’en +oo et —oo. Cette

fonction étant impaire on peut se contenter 2d’étudiezr I’intégrabilité en +oco.
Etude en +o00 : On a, pour ¢ > 1, |sin(¢t)e” " | < e ' <e7!, or f1+oo e~ tdt est convergente. L’intégrale est
donc absolument convergente donc convergente. On a aussi la convergence en —oo par parité.

(b) C’est une intégrale de Bertrand divergente. Attention toutefois, les intégrales (comme les séries) de Bertrand
étant HP, il faut le démontrer.

1 Int
: Int . I 4 5 P -, 5 _
La fonction t — v est continue sur [1, 4o00[, 'intégrale n’est généralisée qu’en +o00. De plus 7{ tﬁgroo—\/i
+oo 1 . - . . oo Int
et fl Wdt est une intégrale de Riemann divergente, il en va de méme pour W dt.
1

(c¢) La fonction ¢ — m est continue sur |0, +oo[, 'intégrale n’est donc généralisée qu’en 0 et en +oo.

1 - dt
VEEH1D) tstoo Vi(t+1)
Riemann convergente (et elle est de signe constant).

. . +oo . . L
En +OO, on a ta%’ aimsi fl est convergente par comparaison avec une mtegrale de

..ol . e .
En 0,on a . tl% ainsi fo % est convergente par comparaison avec une intégrale de Riemann

1
VEt+1)
convergente (et elle est de signe constant).

oo dt
En conclusion ——  est convergente

0o Vit+1)

Exercice 2 (Intégrale de Gauss d’aprés E3A PSI 2012). oo

1° Etudier la convergence de 'intégrale I = e dy = e dz.
R —o0

2° Pour tout n € N* et € R on pose f,(x) = (1 - ’”—;) si|z| < v/n et fn(x) =0 sinon.

(a) Donner, sur un méme schéma, l’allure des représentations graphiques de f; et fj.
(b) Etudier la convergence pour tout réel x de la suite (f,,(z))nen- on notera f(z) la limite éventuelle.

(c) Montrer que si n € N* et si u est un réel strictement supérieur & —n alors (1 + %)n <e".
+oo
(d) Prouver lexistence de u, = / fn(z)dz.

— 00

(e) On admet (les 5/2 peuvent le démontrer) que la suite (uy)nen~ converge vers I = / e da.
R

/2
3° On pose, pour tout k € N, J, = / cos® (t)dt.
0
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(a) Calculer Jy, Jq et Jo.
(b) Trouver une relation de récurrence reliant Jy et Jiio.

ﬁ 2k 2.4-6-8---(2n)

Ph2%+1 0 1-3-5-7--(2n+1)

(d) En déduire une expression de Jo, 11 faisant intervenir (n!)? et (2n + 1)!.
(e) Rappeler la formule de Stirling et déduire de ce qui précéde un équivalent de Ja,1+1 lorsque n — +o0.

(c) Montrer : Vn € N*| Jo,1q =

4° A P’aide d’un changement de variable', donner, pour tout n € N*, une relation simple entre Jy, 1 et u,.
—+oo
5° En déduire la valeur de / e~ dg.

— 00

Correction :
1° x — exp(—2?) est continue sur R et paire donc I n’est généralisée qu'en +o0o. Or 0 < exp(—2?) < exp(—x)
pour > 1 et z — e~ est intégrable sur [1, +o0[ donc x +— exp(—?) également. La parité permet d’avoir que
I converge.
2° (a) On a, pour x €] — 1,1], que f1(z) =1 — 22 sur | — 1, 1] donc on représente I’arc de parabole tourné vers le
bas avec son sommet en (0, 1) et « passant » par (—1,0) et (1,0) (ces points appartiennent bien a Cy, ). De
méme pour z €] — 2,2[, on a fy(z) = (1 — 22/4)* avec son sommet en (0,1) ...

(b) On fixe € R, pour n > 22 on a f,(r) = (1 - %Q)n = exp (nln (1 - %)) = exp (—2% +o(1)) —>

n—-+4oo
_ 2
v = f2)
(c) On considére la fonction ¢ : v + In(1 +v) — v qui est C! sur ] — 1, +o0[, on a pour v > —1 que ¢'(v) =
1J1rv —-1= 11—“”, ainsi cette fonction g qui est décroissante puis croissante, posséde un minimum en 0, comme

9(0) = 0 on en déduite que : Vo > —1, In(1 4+ v) < w
On applique ce résultat & v = * ott u > —n (ainsi v > —1 : In(1+ %) < % d’ou nln(l+ %) < u, il ne reste
plus qu’a composer par exp (qui est croissante) pour avoir le résultat demandé.

v
(d) Par définition de f,, u, = / fu(z)dz or, sur | — /n,\/n| la fonction f,, est continue et prolongeable
—vn

par continuité trivialement en #+/n en posant f,,(£+/n) = 0. Et u,, existe comme intégrale d’une fonction
continue sur un segment.
(e) (pour les 5/2) On va utiliser le théoréme de convergence dominée :
— Les f, sont continues sur R et (f,) converge simplement sur R vers x — e
R.
— VneN, Ve el —yn,val,ona0< fu(z) <e ™ (daprés 2°.(c) avec u = —22 > —n), cet encadrement
est vrai pour z € R, ainsi |f,(z)| < e~ et la fonction dominante est intégrable sur R.

71:2 A .
elle méme continue sur

Ainsi le TCD s’applique et donne : liIJIrl Uy = / e da.
o0
R

3° (a) Ontrouve Jo =2, Jy =1let Jo = W/ (cos(2t) + 1)dt =
(b) Une IPP (on ”prlmltlve cos et on derlve cos**1) permet de trouver que Jy1o = %Jk'
(c) Une récurrence immédiate avec la relation précédente compte tenu de J; = 1.
(d) Le classique déja vu, on multiplie au numérateur et au dénominateur par 2.4..... (2n) : Japy1 =
(2x4x---x2n)>  22(n!)?
(2n+1)! C @2n+ 1)
(e) La formule de Stirling assure de n! ~ v/27n (2)". On I'applique deux fois pour avoir :
7 (2n)%" x 2 x e*ntl ( 2n )2n L envem VT
B By + 1(2n + 1)2tle2n | \2n+ 1 (2n + 1)3/2 SN
2 2n
Le dernier équivalent découle de " =exp|—2nln(1 + —
2n+1
4° Le changement de variable proposé est licite car il est de classe C' sur ] f v/n[ et est bijectif. Les nouvelles
m dx
bornes sont lim arcsin(h) = +£— et le nouvel élément différentiel est ——————-—= = du.
-1 (h) 2 Vny/1—a?/n

Dot u,, = / VnV'1 — sin? u(l — sin? uw)"du = Qf/ 2"+1 (w)du = 2v/nJap 1.
—m/2

5° Puisque limu,, = I alors 2y/nJap11 ~ I d’ot avec 3.(e) : [ ~ /7 donc I = /7.

1. Indication : z — arcsin(z/y/n)
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Exercice 3 (Probléeme d’algébre linéaire : BANQUE PT 2017 Maths A ( sans la partie 3)).
Pour tous entiers strictement positifs n, p, M, , (R) désigne I’ensemble des matrices & n lignes et p colonnes a
coefficients réels. Pour tout entier n > 1, on note M,, (R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coeflicients réels.

In

10

20

30

40

désigne la matrice identité d’ordre n.
Pour une matrice A, ‘A désigne sa matrice transposée
Partie 1
Soit A la matrice de M3 (R) définie par
1 -1 -1
A= -1 1 -1
-1 -1 1

On pose P4(X) = det(X I3 — A), déterminer les deux racines de ce polynome Pjy.
Déterminer (ie trouver des bases) les deux sous espaces ker(A — AI3) ou A est une racine de Pa. 2.

Des trois vecteurs trouvés a la question précédente, en déduire une matrice P inversible telle que A = PDP~! ou

D est une matrice diagonale & déterminer. 3.

Déterminer une relation entre A2, A et I,,.
En déduire une relation entre A"+1, A™ et A"~ pour tout entier n > 1.

. N .

Montrer par récurrence qu’il existe deux suites (uy), oy €t (vn),cy telles que
vneN, A" = Up Uy Up

qui vérifient la relation de récurrence

Vn > 1 Upt1 = Up+ 2Up_1
- Up4+1 = Un+ 2Up—1

5° Déterminer, pour tout entier naturel n, I’expression de u,, et v, en fonction de n.

Correction :

Remarque : j’ai inversé les questions 1° et 2° par rapport au sujet originel, en effet la matrice étant une matrice
symétrique réel, on a directement (via le théoréme spectral qu’on verra plus tard) qu’elle est diagonalisable (et
méme avec une base de diagonalisation orthonormal).

1° Pour calculer le spectre de A on calcule son polynome caractéristique Pa(X) = det (X 13 — A)

X -1 1 1 X+1 1 1

PA(X):det 1 X -1 1 = det [ X+1 X -1 1
C1+C1+C2+C3

1 1 X-1 X+1 1 X-1
X+1 1 1
= det| 0 X-2 1 |=(X+4+1)(Xx-2)7
AR 0 0 X2

On en déduit que le spectre de A est {—1, 2} dont les multiplicités respectives sont m; = 1 et m_o = 2. Le calcul

1 1 1
des sous-espaces propres de A donne d’une part E_; (A) = Vect 1 et By (A) = Vect —1],11
1 0 -2

2° Le polynéme caractéristique est scindé et les sous-espaces propres ont bien comme dimension la multiplicité
des valeurs propres. La matrice A est donc diagonalisable.

-1 0 O 1 0 O -1 0 O 1 0 0
3Sionnote D= 0 2 0),commeD?=|0 4 0]l=[0 2 0]+2|0 1 0| =D+1I3 onen
0 0 2 0 0 4 0 0 2 0 0 1

déduit que I'on a A2 = A+ 2I3 vu que A est semblable & D (pour étre plus précis : soit P la matrice inversible
telle que A = PDP~!, on multiplie D> = D + 213 par P A gauche et par P! & droite et on utilise que
A?2 = PD?P71).

Pour tout entier n > 2 en multipliant 'identité A2 = A + 213 par A"~ ! & gauche on obtient la relation
At = A” 4+ 2471 Le cas n = 1 découle directement de la question précédente.

2. La question était : Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A
3. La question était : Montrer que la matrice A est diagonalisable
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4° Pour tout entier n > 0, on pose (on peut aussi procéder par récurrence double) :

U Vg Vg
Pn: Yk € [0,n], I(ug, vi) € ]RQ/A’C =|v. up v
Vk Vi Uk

Démontrons dans un premier temps cette formule par récurrence forte.

e La relation P; est vraie en prenant ug =1 et vg =1 puis uy =1, v1 = —1.

e Si on suppose que 'on a un entier n € N* tel que P,, est vraie, alors P,,+1 'est aussi. En effet, pour tout
entier k tel que 1 <k <n+1,o0n a:
— Si k < n, cela découle du fait que P,, est vrai. i
— Si k =n+1, cela découle du fait que I'on a A"+ = A" 4+ 247~ car il vient que

Up Un Un Un—1 Un—1 Un-1 Up +2Up_1 Vp +20p_1 Uy + 20,1
Up Up Up | +2|Vn_1 Up—1 Up—1 = Un + Zvn—l Up + 2un—1 Up + 21]”_1
Up Up Up Un—1 Un—1 Un-—1 Un + 2(07171 Up + 2'Unfl Un + 27—’/7171

est de la forme voulue en posant wu, 11 = Uy + 2up_1 €t Vpy1 = Uy + 205, 1.
Ce qui montre non seulement ’existence de ces suites, mais aussi les relations de récurrence.

5° On sait que les suites récurrentes linéaires d’ordre deux (X,,),en solutions de :
Vn e N, Xpio = Xpi1 +2X,

forment un sous-espace vectoriel de RY de dimension deux dont une base est donnée par les suites (2"),en
et ((—1)"),en : on peut donc en déduire qu’il existe quatre réels («, 3,7,8) € R* tels que pour tout n € N :
Up = a2 + B(—1)" et v, = ¥2" + 6(—1)". La prise en compte des conditions initiales up = u; = 1 permet de
conclure que

1
alors que la contrainte vg = 0, v1 = —1 permet d’avoir :
1
n==((=1)"=2").
v =3 (1" = 27)
Partie 11

Dans toute cette partie, on se fixe un entier n > 1. Soit A une matrice de M,, (R). On suppose qu’il existe deux
matrices U, V de M,, (R) et deux réels X et p tels que Ap # 0 et A\ # p vérifiant :

A=\U+ puV (1)
A% = N2U + 4%V (2)
A3 = \3U + 1PV (3)

1° Exprimer U et V en fonction de A et A2

En déduire que
A3 = (A +p) A% — ApA.

2° Montrer que, pour tout entier p > 1,
AP = NPU + pPV.
3° Soit f I’endomorphisme de R"™ dont A est la matrice dans la base canonique. On note f? = fo---o f la p'®™e
composée de f. Soit p € N*.
a) Mountrer que Ker f C Ker fP.
b) Montrer que pour tout x € R™,

AufP7H (@) = (A + ) fP () = [ (@)

c) En déduire que Ker fP C Ker f.
d) Montrer que rg (A) = rg (AP).
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Correction :
1o Il suffit de faire (2) — A(1) et (2) — p(1) pour obtenir U et V, et comme Ay # O et A # pona A(u— ) #0et
ainsi : 1
U= —— (A —A%) et V=—" (-NA+ A?).
e TS )

Comme enfin A% = \3U + p3V, on a :

2

s A §
A= (uA—A2)+M“ﬁ(—AA+A2) =M+ A+ (-2 A

2° Procédons par récurrence double
Initialisation c’est initialisé pour p =1, p = 2 (et méme p = 3) par hypothése.
Hérédité On suppose que pour un certain p > 2 on a AP = \PU + PV et AP~ = \P~1U + =V, Montrons
le au rang suivant, on a que APT! = \?T1U 4 PT1V & montrer.
Comme p > 2 on a AP™! = AP=2 43 donc d’aprés la question précédente AP = AP=2 (X + p) A% — A\pd) =
(A + pu)AP — \uAP~1) ainsi par hypothése de récurrence on a AP = (A + p)(APU + pPV) — Ap(A\P~1U +
pP=V) = AU 4 PV, Ce qui termine ’hérédité
On a bien montré, pour tout p € N*, que AP = A\PU + pPV.
3° a) Soit Z € R” tel que f(&) = 0, en prenant la convention standard fO = Idgn, on a fP(Z) = fP~1(f(Z)) =
fP=1(0) = 0. On conclue que
ker f C ker fP, Vp € N*.

b) C’est une conséquence de la question 2 et du fait que lapplication qui & un endomorphisme de R™ associe
sa matrice relativement & la base canonique est un isomorphisme qui en plus transforme une composée en
produit. Ainsi pour tout p € N* :

VE € R™, AufP~HE) = (A + p) fP(2) — fPT1(2)

c) Si Z € ker fP, on a deux cas de figures :

— Si p =1, le résultat désiré est immédiat.

— Sip > 2, on note py > 1 le plus petit entier p > 1 tel que fP(Z) = 0 : si on avait po > 1, du fait que
l’on ait simultanément fPo(Z) = fPot1(#) = 0 d’aprés la question 3.a, on aurait une contradiction car la
question précédente permet de dire que A\ufPo—1(7) = 0 avec A # 0. L’absurde vient d’avoir supposé
que po > 1.

Dans tous les cas, f(Z) = 0. On en déduit que

ker fP C ker f

d) Si on utilise les questions 3.a et 3.c, on peut déduire que ker f = ker f? pour tout entier p > 1; on peut donc
dire que dimker f = dimker fP pour tout p € N* puisque R™ est de dimension finie. La formule du rang,
donnant pour tout k € N, rg(A*) = dim Im(f*) = n — dimker f*, I'égalité qu’on vient d’établir permet de
conclure que rg(A)* = rg(A) pour tout k € N* ce qui est le résultat demandé.

Exercice 4 (Intégration d’aprés E3A PC, Maths B, 2010).
1° a) Montrer que pour tout € R, sin(3x) = —4sin®(z) + 3sin(x).
i 1
b) Soit f: R\ {0} — R telle que : Vo € R*, f(z) = sm(2w) - —.
x x
(i) Montrer que f admet un prolongement continue sur R; on notera ¢ ce prolongement.

(ii) Montrer que ¢ est de classe C! sur R.

+oo :..3
2° On pose I = / S Q(x)da:
0 X

a) Montrer que I existe.
sin®(x)

dx.

+oo ER
Sln(3x)dx _ 3/ sin(x) de.
x? 3 x?

+oo
b) Pour tout a € RY, on pose : I(a) = / 5
x

a

i) Montrer, et justifier leur convergence, que : /

a a
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3a
ii) Montrer qu’il existe deux constantes C' et D que 'on déterminera telles que : I(a) = C/ p(xz)dz + D ot
a

 est la fonction définie en 1° b)i).

iii) En déduire la valeur de I.

Correction :
1° a) Pour z € R on a : sin(3z) = sin(22) cos(z) + cos(2z) sin(x) = 2sin(x) cos?(z) + (cos?(z) — sin’(x)) sin(z)
puis cos?(z) = 1 — sin®(z) et 'on simplifie pour avoir sin(3z) = —4sin®(x) + 3sin(z).

2° a)

b)

Alternative : sin(3z) est la partie imaginaire de e** il ne reste plus qu’a utiliser la formule de Moivre et le
binoéme de Newton pour avoir €% = (cos(z) + isinz)® = cos® z+3i cos?(z) sin(z) —3 cos(z) sin®(z) —sin® (z),
ainsi sin(3z) = 3 cos?(x) sin(z) — sin®(z) = 3sin(x) — 4sin®(z).

i) On sait que sin(x) = = — % + o (z%),ainsi f() =2 -2+ o0 (a?)—1=-24 o (2?) — 0. Ainsi
z—0 x z—0 € z—0 z—0
f se prolonge par continuité en 0 en posant ¢(0) = 0.
2 _2xsi 1
ii) ¢ est continue sur R et est C' sur R*. Pour z # 0 on a ¢'(x) = cos(@) T zsin(e) + = =
x x
zcos(x) —2sin(z) + o 1 x? 3 3 4 1
x3 T a8 z(1 - 2 + ng(x ) 2z~ 6 +zgo(a§ Nte)= 6 + zgo(a:) s
-1
5

Ainsi, d’aprés le théoréme de prolongement des fonctions de classe C* : ¢ est C! sur R et ¢'(0) = —%.
.3

g:xT Smmig(x) est continue sur |0, +oc[, elle n’est généralisée qu’en 0 et en +oo.

En 0 : g est prolongeable par continuité en 0 en posant g(0) = 0 donc I est faussement généralisée en 0.

Comme, pour = > 1, |g(x)| < T% et x — % est I'intégrande d’une intégrale Riemann convergente en 400,

g est intégrable sur [1, 4o00].

Il en résulte que I existe.

i) L’intégrale de gauche est convergente par le méme raisonnement qu’en a). On lui applique le changement
de variable y = 3z, affine donc licite, qui méne & une intégrale elle aussi convergente et qui vaut . . .celle
du membre de droite.

1 [T sin(3 3 [T
i) I(a) = —= / sin(32) dz + — / sin(z) dx d’aprés 1° a) et la linéarité pour des intégrales conver-
a a T

4 x? 4 2
gentes.
3 +oo 3 “+o0 : 3 3a _:
Donc I(a) = _Z/ga Slr;gx)dx + Z/a SH;(;C) dx grace a b) i). D’ou I(a) = Z/a SH;(;U)dx par
. , L[ 3 [ dx 3
la relation de Chasles. Il s’ensuit v =1I(a)— 1 = I(a) — 1 (In(3a) —Ina) donc : I(a) =

3 3a 3 5 5
1 <,0+Zln(3),C:ZetD:11n(3)

iii) Comme ¢ est continue sur R elle posséde, d’aprés le théoréme fondamental, une primitive ®, cette

derniére est de classe C!, en particulier continue, ainsi lim,_,o ®(a) = ®(0) et lim,_,o ®(3a) = ®(0),
3a

d’oit lir% ¢ = 0 (alternative pour montrer cette limite : utiliser que ¢ est continue sur R donc
a—r a

bornée, disons par M, sur [—3,3], ainsi pour a € [—1,1] on a : ‘fa?’ago’ < 2|a|M, ce qui permet de
conclure).

On a donc I = lim I(a) = §ln(S).
a—0 4

Exercice 5 (calcul d’intégrales généralisées).

/2 /2
On pose [ = / In(sin(¢))dt et J = / In(cos(t))dt.
0 0

1° (a) Montrer que In(sin(t)) o In(t).
—

(b) En déduire la convergence de 1.

2° Déterminer un changement de variable de classe C!, strictement décroissant afin de montrer que I = .J.

3° Aprés avoir rappelé la formule de duplication du sinus (ie. sin(2a) = ...), montrer que (on pourra utiliser le

1 ™
changement de variable u =2¢t) : [+ J = 5/ In(sin(u))du — gln(Q).
0
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™ /2
4° Montrer, a ’aide du changement de variable v = 7 — u, que / In(sin(u))du = / In(sin(v))dv.
w/2 0

5° En déduire I.

Correction :
1° (a) On aln(sin(t)) =In(t+ o (#?)) =In(t) +In(1 + o (¢)). Ainsi In(sin(t)) ~ In(t).
t—0 t—0 t—0
(b) t = In(sin(t)) est continue sur ]0, 5], de signe constant (négatif), d’aprés la régle des équivalents I est donc

de méme nature que fol In(t)dt qui converge. Ainsi I est convergente.

2° Le changement de variable ¢ = 5 — u est bien de classe C! et strictement décroissant, ainsi I =
/2 0
/ In(sin(t))dt = / - ln(sin(z —u))du = J.
0 w/2 2

3° On sait que sin(2a) = 2sin(a)cos(a) pour tout ¢ € R. On a I + J = foﬂ/2ln(sin(x)cos(x))dx =

fO”/Q In(4 sin(2z))dz = foﬂ/Q In(sin(2z)) — In(2)dz = fOW/Q In(sin(2z))dz — % In(2). On applique le changement

1 us
de variable u = 2t (qui est bien de classe C' et strictement croissant) : [ + J = 5/ In(sin(u))du — gln(2).
0

4° Le changement de changement de variable v = © — u est bien de classe C' et strictement décroissant, ainsi on
T 0 w/2
a: / In(sin(u))du = / —In(sin(m — v))dv = / In(sin(v))dv = I.
/2 /2 0
5° Si on combine 2°, 3° (o on y applique la relation de Chasles dans l'intégrale du membre de droite) et 4° on
trouve 21 = (2I) — ZIn(2), ie. I = —Z In(2).
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