Lycée Jean Bart pC*-PSI Mardi 12 mars 2023-2024

Correction du CONCOURS BLANC
« MINES-CENTRALE » PcC-PsI

PROBLEME 1 : CENTRALE-SUPELEC PST 2016

Partie I —Transformation de Fourier

I.A

1.B

1.C

I.D

Correction :

La fonction ¢ est continue par morceaux sur R (discontinuité en i% avec des limites & droite et & gauche).

Ainsi ¢ est intégrable sur [—1, 1], comme ¢ est nulle sur [1,+o00[ (resp. | — oo, —1]) elle y est intégrable. On
vient de montrer que : .
1/2 ' —2irat1/2 1 ' )
Pour x € R* on a directement : F(p)(x) = / e 2T dt = {— - } = —— (e - ") =
—1/2 2irx ~1/2 2irx
sin(mz)

1/2
. De plus | F(p)(0) = / dt = 1| Remarque F(p) est continue sur R.
~1/2

I.B.1 La fonction 1 est de classe C! sur R*. Elle est continue en 0 car 1(z) ~ ZZ =1, et, pour x # 0,

z—0 ™%

n2x cos(mx) — 7 sin(rx)

1
’ . 2 N 2 o ..
Y'(x) = 32 = 30 (7r z(1 +w00(l)) m(rx +l_00(:c )) = 1_00(1) = 0, ainsi

1 est dérivable en 0 et ¢’ est continue sur en 0 (et 1)'(0) = 0), ainsi ‘ 1 est de classe C! sur R ‘

Remarque : dans le sujet la question était : "Justifier que 1 est développable en série entiére. Préciser
ce développement ainsi que son rayon de convergence. En déduire que v est de classe C'*° sur R.".
Correction : On sait que sin est DSE de rayon infini, ainsi pour « # 0 on a : ¢(x) =

+oo 400 2

—_1)" _ n
Z (2(n+)1)!(7rx)2” = Z ((2717:_)1)!332". La formule est encore vérifiée pour x = 0. On a donc trouvé
n=0 n=0

le DSE de v et montré que son rayon de convergence est infini. Comme la somme d’une série entiére
est de classe C* sur son disque ouvert de convergence, on a que : ¢ € C(R).

n+1
LB.2 Soit n € N, pour # € [n,n+ 1], on a 1 > n%rl On en déduit que / |(z)| dx >
1 n+1 'rL+71I
ﬁ/ [sin(rz)| dz. Comme z +~— [sin(mx)| est 1-périodique, / |sin(rz)| dz =
mn n n
1 _ 1 2 n+1 2
/ |sin(mz)| dz = [M} = —. On en déduit donc que / [¥(z)| dz > ——— | Ainsi
0 Tz o " m2(n+1)

1

2’ﬂ

[ 3 1 2 h - . .
2 — kot 1 71—>—+>oo +o0o (divergence de la série harmonique). Ceci

n
pour n € N* on a : / [t(z)] dz >
0

=

montre que la fonction M +— fOM |t(x)| qui est croissante diverge vers +oo en +o0o, ainsi ¢ n’est pas

intégrable et en particulier .

Soit f € Ecpm, appliquons le théoréme de continuité des intégrales & paramétres. On a :

— Vx € R fixé, t — f(t)e 2™ est continue par morceaux sur R.

— Vt € R fixe, x — f(t)e 2™ est continue sur R.

— Soit [~a,a] C R, pour (z,t) € [~a,a] x R, |f(t)e 2"t = | f(¢)], la fonction de domination (qui est bien
indépendante de z) est intégrable sur R.

Le théoréme s’applique donc et donne | F(f) € CO(R) |.
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I.D.1 Soit n € N. & — 2™ f(z) est continue sur R et les seuls problémes d’intégrabilité sont aux voisinages
des infinis. Comme z + "3 f(z) est bornée sur R on a que 11111 222" f(x) = 0 (comme produit
Tr—r+00

d’une fonction qui tend vers 0, x — % en occurrence, et d’une fonction bornée), ainsi z" f(z) =

o (1/%), on a donc 'intégrabilité au voisinage de +ooc, il en va de méme en —oo. On a bien montré
T—r+00

que ‘ pour tout n € N, la fonction x +— 2™ f(x) est intégrable sur R ‘

I.D.2 On va maintenant appliquer le théoréme de dérivabilité des intégrales & paramétres. On a :

— Vz € R fixé, t — f(t)e” 2™ est continue par morceaux et intégrable sur R.

— Vt € R fixé, x — f(t)e 2™ est de classe C™ sur R, pou n € N* sa dérivée n-iéme est =
(72iﬂ_)ntn‘f(t)672iﬂzt_

— Vzx € R fix¢, pour tout n € N*, ¢ = (=2im)"t" f(t)e 272! est continue sur R.

— Soit [~a,a] C R, pour tout n € N*, pour tout (z,t) € [~a,a] x R on a |(=2ir)"t" f(t)e” 2| =
(2m)™[t" f(t)|. La fonction de domination (qui est bien indépendante de ) est intégrable sur R (cf
ID.1).

Le théoréme s’applique et donne ‘]:(f)EC'OO(R)‘ et, pour n € N et x € R on a

+oo

(]'—(f))(n)(z) = (*217r)"/ t"f(t)efzim il

— 00

LLE
I.E.1 La fonction 6 est continue sur R et, pour tout k € N, liI_iI_l ka(:lc) = 0 (par croissances compareés),
T—r+00

ainsi (définition de la limite avec un ¢ = 1 par exemple) z ~ z¥6(z) est bornée sur [1,+oo[, comme
elle est bornée sur [0, 1] (fonction continue sur un segment) elle est donc bornée sur R donc sur R (car

est paire ou impaire en fonction de la parité de k). On viens donc de montrer que : .
La question précédente donne la dérivabilite de F(f) avec pour tout = € R : F(0)(z) =

+o00 5 .
(—2i7r)/ te”™ et dt. On a alors pour tout = € R : F(0)(xr) + 2rxF(0)(x) =

— 00

+oo . . . . 400
z/ (=27t — 2i7r:z:)e*m2*21”t dt = {e*mz*m”t} = 0. Ainsi : ‘]—'(0) est solution de‘ :

— 00 — 00

‘Vm ER, y(z) + 2nzy(z) =0 ‘

—TT

I.LE.2 On résout cette EDL; : les solutions sont les fonctions de la forme x — Ce * oit C est une constante.

+oo
Ainsi il existe C' € R telle que pour tout z € R : F(8)(z) = Ce=™", or F(6)(0) = / O(x) dx =1,
ainsi C = 1. D’ou : | F(0) = 0|
—+oo
Remarque : / 0(x) dz est intégrale de Gauss.
Partie IT —Formule d’inversion de Fourier
Correction :
IL.A Pour n € N on introduit u, : z — F(f)(x)0 (£) et on va utiliser le théoréme de convergence dominée. On
a:

— La fonction 0 étant continue en 0 (et #(0) = 1), (u,,) converge simplement sur R vers F(f).

— Pour tout n € N, u,, est continue sur R, il en va de méme pour la limite simple de (u,).

— Pour tout n € N et pour tout = € R, |u,(x)| < |F(f)(x)| (car |0| est majorée par 1),la fonction de
domination est intégrable sur R.

“+o0
Le TCD s’applique et donne que :| lim I, = F(f)(z) dz |

n—-+4oo PN

II.B On va encore appliquer le TCD, pour n € N on introduit (on a montré en IL.LE.2 que : F(0) =0) : v, : t —
0f (2).
— Comme f est continue en 0, (v,) converge simplement sur R vers f(0)6.
— Pour tout n € N, v, est continue sur R, il en va de méme pour la limite simple de (vy,).
— Pour n € Net 2 € R, comme f € S et donc f est bornée sur R, on a :|v,(x)| < || f|lf(z), la fonction de
domination est intégrable sur R.

n—-+oo

—+oo
Ainsi le TCD s’applique et donne : | lim J, = f(O)/ 0(t) dt = f(0) |

—00
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+oo —+o0
II.C En utilisant la définition de F(f), on a :I, = / (/ f(t)e_Q”r”G( ) dt> dz. La for-
mule de Fubini donne alors : I, / </ *2”””0( ) dx) dt. Dans lintégrale interne
on procéde au changement de variable u :7 /n (linéaire donc licite) et on trouve que I, =
“+o0 “+o0
n / ( / f(t)e™2mmuty(qy) du) dt. Dans lautre intégrale on procéde au changement de variable
- o +oo “+o0 t .
v = nt (linéaire donc licite) et on trouve : I, = / </ f<> e AUt (y) du> dt. Ainsi
oo oo n
400 t 400 ) 400 t
I, = / f () </ e 2mutg(y) du) dt = / f <> F(0)(t) dt = J,, on a bien montré :
e n —oo oo n
[Vn e N*, I, = J,
II.D En faisant tendre n vers +oo dans II.C et en utilisant les limites calculées en II.A et II.LB on a :
“+oo
f(0) = F(f)(x) da |,

Fixons z € R et utilisons la fonction h : ¢ — f(x + t). Cette fonction h est continue sur R, vérifions
qu’elle est dans S, soit £k € N, pour ¢ € R tel que |t| > |z| + 1 (pour pouvoir diviser par (z + t)),
tk:
thh(t) = tFf(z +t) = CETL (x+t)*f(x +1t). Ce qui montre que h est bornée au voisinage de oo
T N——
H/—l/ borné car f € S
t—Foo

donc sur R puisqu’elle y est continue.

+oo
En appliquant ce qu’on a fait en début de question & h on a : f(z) = h(0) = F(h)(y) dy. 1l
ne reste plus qu’a effectuer le changement de variable u = z + t (affine donc lici_te) pour obtenir :
+m . . +w - -
Fh)(y) = / flx + t)e 2™ dt = eQI”y‘”/ f(w)e ™Y dy = ™" F(f)(y). On a donc montré

+oo
que : | f(z) = / AT E () (y) dy |

— 00

II.E La fonction z > %e"“f' est dans S (elle est continue sur R et dominée au voisinage de +oo par toute puissance

1 [t ,
de z par croissances comparées). De plus, pour tout = € R, on a : F(f)(x) = 5/ e IU=27itr 4t On a :
1 0 t(1—2miz) 1 t(—1—2miz)
F(f)ilz) = = e dt + = [ ++oce dt
2 2 Jo
t=0 t=—+oc0o
_ 1 1 et(l—QTriw) _ 1 et(—l—?wiw)
2 1—2mix oo 14 2mix +=0
1 1 1
= - + -
2\1—-2mx 14 2mx
B 1
T 144n2g2
o o . o i 1 el +o0 elimyx
Ainsi, en utilisant la question précédente, on a montré, pour tout x € R, que : | e = —— dy|
2 oo 1+ (2my)

Partie VI —Transformation de Laplace

Correction :
VI.A
VI.A.0 Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X — P(A) et Y < P(u), montrons que
X+Y —>PA+p).Ona(X+Y)(Q) CN. Pour k € N, en utilisant la formule des probabilités totales

avec le SCE (X =i);eyona: P(X4+Y =k) ZIP’ N (Y =k — 1)), par indépendance de X et
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VI.A.1

VI.A.2

VI.A.3

VI.A.4

k . _ EA Lo e K\
Yona:IP’(X—l—Y:k:):Z]P’(X:z)]P’(Y:k—z):Ze ¢ (kfi)!: 1 Z(i))\,u =
=0 =0 =0
e_(k""ﬂ
i (A4 u)¥. Ce qui montre bien que ‘ X+Y >PA+p) ‘

Montrons par récurrence sur n que S, < P(n}) :

Initialisation : Immeédiat pour n = 1 (le résultat préliminaire montre aussi directement pour n = 2.

Hérédité : Supposons le résultat vrai au rang n > 1, comme S, et X, 41 sont indépendantes et suivent
une loi de Poisson, on peut appliquer le résultat préliminaire pour montrer que S,11 = S, + Xn+1
suit une loi de Poisson de paramétre nA + A = (n + 1)\. Ce qui termine I’héréditeé.

Ainsi par principe de récurrence : ‘Vn e N*, S, = P(nA) ‘

D’aprés 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, en notant u et o ’'espérance et ’écart-type de ces variables,
Sn 2 A
on a : P(—u‘ 25) < 0—2. En utilisant 4 = 02 = X on a P(|S,, — A\ > ne) < — et donc :
n ne ne
N A
Vn € N*, P(|S, —nA| > ne) < — |
ne
Sia>b+cetc>0alors |a—b > a—b> c. On en déduit que:‘(Sn >n(A+e¢)) C (|Sh —nA| > ne) ‘
De méme si a < b—c avec ¢ > 0 alors a —b < —¢ < 0 et donc |a — b > ¢ > 0. Ainsi
|(Sn < n(A—2)) C (ISn — nA| > ne) |
Séparons en deux cas :
Cas1:z € [0,A[. Posons e = 252 Onae > 0et < A —e. On en déduit que (S, < nz) C (S, <

n(A—¢)) et donc : 0 < P(S, < nz) < P(S, <n(A—c¢)) <P(S, —nA| > ne) < % Ainsi (par
n

théoréme d’encadrement) : liar_l P(S, <nz)=0
n——+0oo

Cas 2 :z > . Posonse = %52 Onace > O et A+e < z. On en déduit que (S, > nz) C (S, > n(A—¢))

A
et donc : 0 < P(S,, > nx) < P(S, > n(A—¢)) < P(|S, —nA| > ne) < ok Ainsi (par théoréme
n
d’encadrement) : lim P(S, > nz) =0 et donc P(S,, < nz) =1-P(S, >nzx) — L

n—-+oo n—-+4+oo

On a bien montré : | lim P(S, <nx) =
n—-+o0o

0 si0<z<A
1 siz>A\

VI.B S5, étant & valeurs entiéres positives et suivant une loi de Poisson de paramétre nA,
A k
P(S, < nz) = Z P(S, = k) = Z (nk') e~". La question précédente donne
0<k<|nz| 0<k<|nz|
. mAF v [0 si0<z<A
HEIEOO Z S TN sz
0<k<|nz|
VI.C
VI.C.1 Avec la formule donné pour (L£(f))*) dans le préambule de la partie VI,
k +oo
n nt o n
o a Y (D) = 3 / ST
0<k<|nz] 0<k<|nz|
“+o0 k k
t t
/ Z (nk') f(t)e ™ | dt. Posons F, : t Z (nk') f(t)e ™, la question pré-
0 0<k<|nz| 0<k<|nz|
cédente (et le résultat admis) disent que (F,) converge simplement sur R vers la fonction F' définie
par F(t) = f(t) pour t € [0,x[, F(t) = f(x)/2 pour t = x et F(t) = 0 pour ¢ €]z, +oo[. Appliquons le
théoréme de convergence dominée :
— (F,,) converge simplement vers F' sur R,.
— Tous les F,, et F' sont continues par morceaux sur R .
— Pour tout n € Net t € R+ on a (croissance de la suite des sommes partielles d’'une SATP pour
linégalite) : |F, (¢ " —|f(t)|, la fonction de domination est intégrable sur R,
(f est nulle et continue en dehors d’un segment donc l'intégrale n’est pas généralisée).
k
. s . . . kT (k)
Ainsi le TCD s’applique et on a : nll)l}rloo Z (-1) o (L( / ft)
0<k<|nx|
VI.C.2 L est linéaire et il suffit de montrer que son noyau est réduit & {0}. Soit donc f une fonction conti-
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nue nulle hors d’un segment et telle que £(f) = 0. La question précédente montre que pour tout z,

x
/ f(y) dy = 0. Ainsi une primitive de f est nulle sur R, on en déduit donc que f est nulle sur R.
0

Ainsi ‘ L est injective sur I’ensemble des fonctions considérées |.

PROBLEME 2 : MinEs-PONT PSI 2022, maths 2 (sans la partie IV)

Partie I — Matrices semi-simples

Correction :
X -1 -1

Ql.OnaXA(X)—‘ 1 Y _3l=
dans My(C), il existerait P € GLy(C) telle que A = P2I,P~! = 2[5, ce qui n’est pas le cas, donc A n’est
pas diagonalisable dans M (C). Ainsi ‘ A n’est pas semi-simple ‘

X -3 —2

5 X -1

Ainsi Spe(B) = {2 + 31,2 — 3i}, comme xp est scindé & racines simples dans C[X], on en déduit que B est

(X —1)(X =3)+1=X?-4X +4= (X —2)2. Si A était diagonalisable

Q2. Ona yp(X) = ‘ = (X=3)(X—1)+10 = X2—4X+13 = (X —2)249 = (X —2—3i)(X —2+3i).

diagonalisable dans M (C), ainsi ‘ B est semi-simple ‘

OnaB— (2+3i), = <1 :531 _12_ 31). On remarque que 2C; — (1 — 3i)Ce = 0, ainsi V = (2, —1 + 3i)
est un vecteur propre de B de valeur propre 2 + 3i. Posons W = (2, —1) et W = (0, 3), ainsi (W7, W3) est
une base de R%. De plus BW; = (4, —11) = 2W; — 3W, et BW, = (6,3) = 3W; + 2W>. Ainsi, si on note

2 0 1 3
Q_<—1 3>,ona.

B:Q<_3 1>Q1 (lea=1letb=23)|
Q3. La matrice M est diagonalisable (car deux valeurs propres distinctes puisque b # 0), donc

‘M est semi-simple ‘ Ainsi il existe V' # 0 vecteur propre de M de valeur propre pu, ainsi MV = uV, en

conjuguant 1’égalité et en utilisant M € M5(R) on en déduit que MV = 1V, ainsi V est un vecteur propre de
M de valeur propre 7i. Notons Wi = Re(V) et W5 = Im(V), en prenant la partie réelle et la partie imaginaire
dans V'égalité MV = uV (ie dans M (W + iWs) = (a + ib)(W; + iW3)), on trouve MWy = aW; — bW et
MWy = bW; + aWs,. Comme V = Wy + iWy et V. = Wy — iWs, on a Vecte(Wy, Wa) = Vecte(V, V), ainsi
(W1, W3) est une base de C?, donc une famille libre, comme ces vecteurs sont réels, ils forment donc une
base de R?. Ainsi, si on note Q la matrice de passage de la base canonique de R? vers la base (W7, W), on

a: M=Q (ab 2) Q~1, et donc | M est semblable, dans Mz (R), & (ab Z) .

Q4. On a, par définition, que : i) = M semi-simple. On vient de montrer & la question précédente que : ii) = M

semi-simple.

Réciproquement, supposons que M € Ms(R) est semi-simple, notons A le discriminant de x s, et séparons

en trois cas :

Cas1: si A >0 alors xjs est scindé-simple dans R[X] et donc M est diagonalisable dans Mz (R), et ainsi
i) est vérifié

Cas 2: si A <0 alors yps est scindé simple dans C[X] et ses racines sont deux complexes conjugués a + ib
avec b # 0, ainsi ii) est vérifié

Cas 3: si A = 0 alors xM posséde une unique racine a € R, comme M est semi-simple alors il existe
P € GLy(C) tel que M = Pal; P~ = aly, ainsi M est diagonale donc i) est vérifié.

‘ L’équivalence est ainsi démontrée ‘

Q5. Notons M une matrice presque diagonale semblable & N, et reprenons les notations de la définition : M =
diag(D, M(a1,b1), ..., M(aq,by)) (D matrice diagonale de taille p, (a1,...,aq) € R™, et (b1,...,b,) € (R*)™).
X—a —b
b X—-a
plexes conjuguées de partie imaginaire non nul, ainsi d’aprés Q3, M(a,b) est semi-simple.

Pour (a,b) € R X R*, Xps(ap) = ) = (X —a)? 4 b?, ainsi Xar(q,p) posseéde deux racines com-
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Pour i € [1,¢], comme M (a;,b;) est semi-simple il existe P; € GL2(C) et D; € M3(C) diagonale telles que
M((a;,b;) = P,D; Pt

Posons la matrice par bloc P = diag(l,, Pi,...,P,;), cette matrice est inversible et Pt =
diag(I,, Py ', ..., P 1), de plus on a M = Pdiag(D, Dy, ..., D,)P~", ainsi M est semblable (dans M,,(C))

a une matrice diagonale, donc N aussi. Ainsi ‘ N est semi-simple ‘

Q6. Le polynomes xn est unitaire de degré n, notons (Aq,...,\,) ses racines réelles (éventuellement il n’y
en a aucune), comme Xy est & coefficients réels, si p est racine alors fi I’est aussi, en notant (1, ..., 1)
les racines complexes de xn de partie imaginaire positive, on alors (fT,...,%;) sont aussi racines. Ainsi
P q

Xn = H(X - \) H(X — pi)(X —x). On a n = p + 2¢, notons alors, pour k € [1,q], uxr = ap + iby ou
k=1 k=1

ar € R et b, € R* (car py racine complexe non réelle). o o

On suppose N semi-simple, ainsi il existe une base (U, ..., Uy, Vi, V1,...,V,, V,) de C" ou les Uy, sont des

vecteurs propres (qu’on choisit & coefficient réels) de valeurs propre A et ot les Vi sont des vecteurs propres
de valeurs propres -

Posons alors, pour tout k, Wi, = Re(Vy) et Wa = Im(V}), ainsi Vecte(Vi, Vi) = Vecte(Wi k, Wa i) (cf
Q3). Ainsi (Ur,...,Up, W11, Wan,..., Wi 4, Wa,) est une base de C", donc est libre et comme les vecteurs
qui la constitue sont a coefficients dans R, c’est aussi une base de R™.

q

Notons F = Vectg(Us,...,U,) et pour tout k, Gy = Vectr(Wix, Way), ainsi R” = F & @Gk. Le
k=1

sous-espace vectoriel F' est stable par N (car engendré par des vecteurs propres), et il en va de méme pour

tous les G, en effet :

Si X € Gy il existe (o, 8) € R? tels que X = oWy + SWay = $(Vi + Vi) + %(Vk — Vi), ainsi

NX = $(uVi + meVi) + %(Mka — Vi), or (Vi + BeVi) = Re(uVi) = arWigp — biWay et

%(uka — 1EVe) = Im(u Vi) = axWa k + bp Wi , ce qui montre bien que NX € Gj.

Le calcul précédent (qui est le méme qu'en Q3) donne aussi NWi, = apWip — bpyWay et

NWa = bWy + apWa g.

I ne reste plus qua poser P la matrice de passage de la base canonique

de R™ vers la  base Ui, Up, Wi, War,...,Wi 4, Way), et le calcul précé-

dent donne N = Pdiag(D, M(ay,b1),...,M(ag,b,))P~™'. Ce qui montre bien que

si N est semi-simple alors N est semblable dans M5 (R) & une matrice presque diagonale ‘

Partie IT — Une caractérisation des matrices diagonalisables de M, (C)

Correction :
Q7. Si tous les vy étaient dans F on aurait F = FE puisque (v1,...,v,) est une base de FE,
il existe donc k € [1,n] tel que vy, & F ‘ De plus, soit © € F N Vect(vy), alors z € F et il existe a € C tel

1
que x = avy, alors @ = 0 (sinon vy, = —x € F : absurde), donc = 0 ce qui montre que F'N Vect(vy) = {0p}
a

et donc que ‘ F et Vect(v) sont en somme directe ‘

Q8. Le sous-espace Vect(vg) est stable par u (car engendré par un vecteur propre) et son intersection avec F
est {Op}, ainsi Vect(vg) est dans A, ainsi 1 = dim(Vect(vy)) € £, ainsi £ est une partie non vide de N* et
elle est majorée par n (car tous les sous-espaces vectoriels de E sont de dimension plus petite que n), ainsi

‘E posséde un plus grand élément noté r ‘

Q9. Comme r € L, il existe G € A tel que dim(G) = r, par définition de A on a G et F' en somme directe,
supposons qu’il existe k € [1,n] tel que vy, € F et v, € G, ainsi Vect(vg) et G sont en somme directe, notons
G’ = G @ Vect(vg), on a G’ stable par u (comme somme directe de sev qui le sont), de plus G' N F = {0r},
ainsi G’ est un élément de A de dimension r + 1, ce qui contredit la maximalité de .
Ainsi tous les v sont dans F' ou dans G, ce qui montre que F' + G = FE, ce qui montre bien que
‘ F admet un supplémentaire G dans F, stable par u ‘
Remarque : on peut aussi poser H = F + G et si £ # H, utiliser Q7.

Q10. Notons H = @ E)(u), par hypothése H posséde un supplémentaire G dans E stable par u, supposons
XeSp(u)

que u n’est pas diagonalisable, ainsi H # FE et donc dim(H) < n—1, ce qui montre que G # {0g}. Comme G

est stable par u, on peut considérer I’endomorphisme u¢, induit par u sur G, son polynoéme caractéristique
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est de degré dim(G) > 1, donc posséde des racines, il existe donc A € C valeur propre de ug, il existe donc
x € G tel que = # 0 et ug(x) = Az, ainsi u(z) = Az et donc z € H, or HNG = {0g}, ainsi z = 0, ce qui est
absurde. Ainsi ‘ u est diagonalisable dans M,,(C) ‘

On a ainsi démontré (en Q9 et Q10) la caractérisation suivante :

u est diagonalisable si et seulement si tous les sev de E possédent des supplémentaires stables par u |.

Partie III — Polynémes de Hurwitz

Correction :
d
Q11. Soit P = Z arX* un polynome a coefficients strictement positifs et o une racine de P. Si on avait a > 0,
k=0
d
on aurait P(«) = Z ara® > ag > 0 (puisque a > 0 et tous les ay, sont strictement positifs), ce qui contredit
k=0

P(a) =0, ainsi .
Q12. Soit P un polynéme de Hurwitz, et soit R un diviseur de P, il existe donc @ tel que P = QR. Soit « une
racine de R, alors « est aussi racine de P et donc, puisque P est un polynéme de Hurwitz, on a o € Re™.

Ce qui montre bien ‘ qu’un diviseur d’un polynéme de Hurwitz est un polynéme de Hurwitz ‘

Q13. Un polynome irréductible de R[X] est soit de degré 1, soit de degré 2 (sans racine réelle), traitons les deux
cas.
Cas 1 : Soit P = aX + b un polynéme de Hurwitz de degré 1 avec a > 0, ainsi a > 0 et =2 est racine de P,

ainsi _7 < 0 et donc b > 0, ce qui montre bien que ‘tous les coefficients de P sont strlctement positifs |.
Cas 2 : Soit P = aX? + bX + ¢ un polynéme de Hurwitz de degré 2 avec a > 0 et b> — 4ac < 0, on a donc

a > 0. Les racines de P sont —tEivdac=b® W, comme P est un polynéme de Hurwitz on a donc 5—; <0
2
et ainsi b > 0. Or b? — 4ac < 0 ainsi ¢ > Z—a (puisque a > 0) et donc ¢ > 0, ce qui montre bien que

’tous les coefficients de P sont strictement positifs ‘

Alternative : on peut aussi utiliser les relations coefficients/racines.
On a bien montré le résultat dans tous les cas.

Q14. On suppose P = (X — 21)(X — 29) € R[X] et que les coefficients de Q = (X — 221)(X — 229)(X — 21 — 22)?
sont strictement positifs, en particulier son coefficient constant (produit des racines) : 42122(21 + 22)? > 0 et
son coefficient devant X3 (opposé de la somme des racines) : —4(z; + z2) > 0. Comme P est a coefficients
réels, on a deux possibilités :

Cas 1 : z1 et zy sont réels, la stricte positivité des coefficients de () donne z1z9 > 0 et z1 + 2o < 0, ainsi les
deux racines de P sont de méme signe et strictement négatives, ainsi P est un polyndéme de Hurwitz.
Cas 2 : z1 et zy sont complexes (non réelle) et conjuguées, ainsi zo = z7. Comme —4(z; + 22) > 0 on a

—8Re(z1) > 0, ainsi Re(z1) = Re(22) < 0 et donc P est un polynome de Hurwitz.

Dans tous les cas ‘ P est un polyndéme de Hurwitz ‘

d d'
Q15. Notons A = Zaka o, pour tout k € [0,d], ar, >0 et P = Zlel o, pour tout [ € [0,d], b; > 0.
k=0 k=0
d+d’ k

On a AB = Z cx X ¥ ou, pour tout k € [0,d 4+ d'], on a ¢ = Zalbk,l (ot on a posé a; = 0sil > d et
l_

by =0si1> d’) on a clairement ¢ > 0, de plus si k € [0,d] alors aib, > 0 apparait dans la somme donc

e, > 0, et sik e [dd+d] alors agby_q > 0 (puisque k — d € [0,d']) apparait dans cette somme et donc

cr > 0.

Ainsi ‘les coefficients du produit AB sont également strictement positifs ‘

n

Q16. On suppose P(X) = H (X —z) et Q(X) = H (X — 2z, — 2¢) & coefficients réels. Notons (g, ..., Ap)
k=1 (k,0)e[1,n]?
ses racines réelles (éventuellement il n’y en a aucune), notons (g1, .. ., itq) les racines complexes de P de partie

imaginaire positive, on alors (71, . . ., fiy) sont aussi racines. Ainsi P(X) = H (X =) H (X —pr)(X — 1)
k=1 k=1

etonan=p+2q.
On peut remarquer que, pour tout k € [1,¢], on a uy + fr = 2Re(uy) est racine de Q.
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— Sens réciproque : Supposons P et @ & coefficients strictement positifs. Ainsi (d’aprés Q11) les racines
réelles de P et de @ sont strictement négatives, ce qui donne pour P que les \; sont strictement négatifs,
et pour @ que les 2Re(uy) sont strictement négatifs. Ce qui montre bien que toutes les racines de P sont

dans Re™, ainsi ‘ P est un polynoéme de Hurwitz ‘

— Sens direct : Supposons que P est un polynéome de Hurwitz. Ainsi pour tout 4, on a A\; < 0 et pour tout
k, on a Re(ug) < 0, en particulier pug + fix < 0. Les polynomes X — \; sont donc & coefficient strictement
positifs, et il en va de méme pour les (X — g ) (X —7ir) = X2 — (u+7%) X + paix (car pefig = |l > 0).
Ainsi, en utilisant Q15, on en déduit que P est & coefficients strictement positifs.

On procéde de méme avec () (ses racines, ie les zp — z, sont aussi dans Re™). Ainsi

’ P et Q sont & coefficients strictement positifs ‘

Ainsi, ‘on a bien montré ’équivalence demandée ‘
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