Lycée Jean Bart pc* Mathématiques 2023-2024

DS 8 : samedi 23 mars

Correction
Exercice 1 (proche du cours et/ou des TDs).
Correction :
o _ 2 _ 2¥(n)? Ungr | _ 2" (k)N @2n)! _ 2?|(nt1)? ||
1° Pour = # 0, posons u, = (ZT) = @) # 0, on a UII = TREFGeaF) . — @ntl)(@n+D) n—>_+>oo at
d’aprés la régle de d’Alembert, si z < 2 la série > u, converge absolument donc R > 2, et si z > 2 la série
> u, diverge grossiérement, donc R < 2, ainsi R = 2.
2° Pour = # 0, W T 3|z|, ainsi si 3|z| < 1 la série converge (d’aprés la régle de d’Alembert),
ainsi R > %, mais si 3|x| > 1 la série diverge grossiérement et donc R < % Ainsi R = %
+o0 +o0 3
-1 1 kEo_ k=1 _ s -1 _ _1 -
Pour z € |5, 4], on a Zk(?)x) = Bka(Bm) = 032 en utilisant Y ng" ' = 557 (série
k=1 k=1
géométrique dérivée).
+oo
3° (a) Soit R le rayon de convergence de cette SE, pour €] — R,R[ on a : f(x) = Zanx", zf'(z) =
=0
+oo +oo +oo +oo +oo "
T Z napx" "t = Z na,z" = Z nanz” et f(z) = Z n(n —1)a,z" 2 = Z(n +2)(n+ 1Dapyoz™.
n=1 n=1 n=0 n=2 n=0
+oo
On a f solution de I'ED si et seulement si Z ((n+2)(n+ Dansz + (n+ 1)a,) 2™ = 1 si et seulement si
1 " 1
—a _
2a0 +ag = 1ie ag = 5 0 et, pour tout n > 1, (n 4+ 2)(n + Dap42 + (n+ 1)a, =0, ie apia = n 5 an-
n
(b) Comme on veut f(0) = f(0) =0 on a ay = a; =0, on en déduit par récurrence directe que ag,1+1 = 0, on
déduit . 1 . , di ¢ -1 -1 -1 (—1)p71 (
en déduit aussi que as = 3, puis par récurrence directe que ag, = — ...—ag = ———— (on a
q 2 = 3, puls p q 2p % 2p — 2 7 %2 2w
mis 2 en facteur dans tous les termes du dénominateur).
-1
Réciproquement posons f la somme de la série entiére » (7212; 2%, cette SE admet 400 comme rayon de
convergence (et est solution de 'ED par construction), pour le montrer on va en méme temps gagner du
1 p
temps sur la question suivante en remarquant que (7212;! P = ;71 (%) , ainsi f(z) = 1 — exp(—22/2).
(c) Déja fait.
+oo (_1)n+1
4° Tout d’abord : Vz €] — 1,1[, In(1 + z) = Z —z".
n=1 n
Ici on désire faire = 1, mais on a pas le droit, I’égalité n’a lieu que pour = €] — 1, 1[. Posons, pour z € [0, 1],
—1 n+1
et n e N*, f,(z) = Lx” et notons S la somme de cette série de fonctions.
n

Cette série de fonction converge simplement sur [0, 1] vers z — In(1+z), de plus elle converge aussi pour z = 1

(série harmonique alternée). Montrons que la convergence est uniforme sur [0, 1] :
n

x
pour z € [0,1], > fn(—x) est une série alternée spéciale qui reléve du TSA (car () est décroissante et tend
n

vers 0), on a donc la majoration du reste d’ordre n : |R, (z)| < n””:’l < n%rl, ce dernier majorant ne dépend pas

de z et tend vers 0 quand n tend vers +oo, dit autrement |\Rn||£;1] tend vers 0 quand n tend vers +oo, ainsi
le reste converge uniformément vers 0, on a donc la convergence uniforme de 3 f,, sur [0, 1]. Comme toutes les
fonctions f,, sont continues sur [0, 1], il en va donc de méme pour S, il ne reste plus qu’a utiliser la continuité

too (_1)n+1
en 1 pour obtenir In(2) = E —t
n
n=1
+oo 1
On peut appliquer le DSE & z = —1/2 pour obtenir (aprés multiplication par —1) : In(2) = -
n n
n=1
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Exercice 2 (ccP PSI 2019, probléeme 1).

Partie I — Deux exemples de fonctions indéfiniment dérivables

Correction :

Q1. Soit = € R fixé, la fonction t — e *(171%) est continue sur R, ainsi I'intégrale n’est généralisée qu’en +oo.

+oo
Or t?|e~t(1-1t)| = ¢2e=t — 0 (par croissance comparée), ainsi et~ = o (L), comme —dt
t—400 t—+4o00 1 12
—+oo

converge (intégrale de Riemann de parameétre 2 > 1) on en déduit que / e t(1-itn) gy converge absolument
0
donc converge, ainsi f(z) est bien définie pour tout = € R.

Q2. Soit p € N fix¢, la fonction ¢ — tPe™! est continue sur R, , ainsi I'intégrale n’est généralisée qu’en +oo. Or

—+o0
t*Pe~t = tP+2e~t — 0 (par croissance comparée), ainsi tPe”! = o (%), comme —dt converge
t——+oo t——+oo 1 t

+oo
(intégrale de Riemann de paramétre 2 > 1) on en déduit que / tPe~"dt converge, ainsi I',, est bien définie
0

pour tout p € N.
Posons, pour t > 0, u(t) = tP*1 (ainsi «/(t) = (p + )tp) et v(t) = —e~* (ainsi v'(t) = e~ "), les fonctions u

et v sont de classe C' sur R, le crochet [u( } converge (et vaut 0), ainsi on peut procéder a une

0o too
intégration par parties et on trouve I'y11 = [— tPtle 71 + / (p+ DtPe'dt, ie Tp1 = (p+ 1T,
0

+oo 400
Q3. On aly = / e tdt = [— e_t} = 1. Ainsi, par récurrence directe avec la relation précédente on a

0
r,=p.

Q4. Soit p € N, montrons que f est de classe C? sur R avec le théoréme de dérivation CP des intégrales &
2
paramétres, pour cela on pose pour x € Ret t € Ry, g(x,t) = e 1712 = o~tit™e,
— At >0fixé, z — g(xz,t) est de classe C? sur R, de plus pour tout ¢ € [0, p] et pour tout (z,t) € R x Ry
Z
ona: 34(z,t) = (it2)fe~teit’e.
— Pour £ € [0,p— 1] et x € R fixé, t — (x t) est continue sur R, de plus on a ’gi% (x,t)’ = et =

O (%), ainsi t — W(m, t) est 1ntégrab1e sur R.

— Hypothése de domination. Pour (z,t) € R x Ry, on a

axp 9 (z, t)‘ =t?Pe~!, on a bien majoré (on a méme
égalité) par une fonction intégrable (d’aprés Q2) qui ne dépend pas de z, hypothése de domination est
ainsi établie.

oo P
Ainsi la fonction f est de classe CP sur R et pour tout z € R, f®)(z) = / &9
0

oxP
vrai pour tout p € N on a bien que f est de classe C* sur R, de plus pour tout p € Net x € R on a

+oo
F®(z) = 7 / et ity
0

—=(x,t)dt. Comme c’est

—+oo
Q5. D’apres la question précédente, pour p € N, fP)(0) = i”/ t*e~'dt = i’T'y,. Ainsi (d’aprés Q3) on a
0

Pt ep42)l pi1
o+t _ (2p+2)@2p+D)|z| _

ipf!;;)! a:P| - p+1

f20) _ i"(2p)!
pt — p!

. Ce terme général n’est jamais nul, ainsi pour z # 0 :

2(2p + 1)|z| = +0o. Ainsi pour tout x # 0 la série ) %x” diverge grossiérement d’aprés la régle de
p——+o0 :

d’Alembert. Ainsi son rayon de convergence est 0.

Si f était développable en série entiére alors f serait égal a sa série de Taylor dans un voisinage centré en
0 et non réduit & 0, ce qui n’est pas le cas puisque la série de Taylor diverge pour = # 0, ainsi f n’est pas
développable en série entiére au voisinage de O.

Q6. Soit p € N, montrons que f est de classe CP sur R aveczle théoréme de dérivation terme & terme pour cela on
pose pour z € R et k € N, g () = e F(-1kz) — o=heik™z
— Pour tout k£ € N gi est de classe CP sur R, de plus pour tout ¢ € [0,p] et pour tout x € R, on a

g1 (2) = (ik?) e helt,
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— Pour tout ¢ € [0,p — 1], la série Zgl(f) converge simplement, en effet & z € R fixé, |g,(f) (z)] = ke F =
o (7z) et Y 75 est une série de Riemann convergente.
k—4o00
— Pourtout ke Netz € Ron a |g,(f)( )| = k?Pe~* qui ne dépend pas de x, ainsi en prenant le sup sur x on

a montré que ||g,(€p) o = k*e~* avec le méme argument que pour le point précédent on a que > Hg(p) Il oo

converge, ainsi y g,(cp ) converge normalement (donc uniformément) sur R.

Ainsi g est de classe CP sur R, comme c’est vrai pour tout p € N, elle est donc de classe C*° sur R.

De plus on a montré que pour tout r €« Ret pe N : g(p) =iP Z 2ok ik’
+oo
Q7. Pour p € N, on a (d’aprés la question précédente) : ‘g(”)(O)‘ = Zkae_k (car |i]| = 1 et une somme de
k=0

+oo
g(p)(O)‘ = p¥Pe P + Z k*e=* > p?e~P (car la somme est positive). Ce

k=0
k#p

termes positifs est positive), ainsi

qui est bien la minoration demandée.

(p+1)2p+297p711p+1

Q8. Pourz #0et pe Non a ‘ (=N

2p
= (1 + 1) (p+1e x| > pe~t|z] — oo (sion ne pense
p p—+oo

p2Pe—PgP
pT

2p
pas a la majoration on peut montrer que 1151_1 <1 + ) = ¢%). Ainsi, d’aprés le critére de d’Alembert
p——+00 p

p2pepmpp. .o e 13e s <, . P LN :
> BT diverge grossiérement, ainsi I’inégalité de la question précédente et le critére de comparaison

(p)( )

des séries & terme positives montre que pour tout x # 0, > [£ zP

diverge. Son rayon de convergence est

donc 0 (s'il était strictement positif on aurait de la convergence absolue dans le disque ouvert de convergence,
ce qui n’est pas possible).
Comme 4 la question Q5 on en déduit que g n’est pas développable en série entiére au voisinage de 0.

Partie Il — Le théoréme de Borel

Correction :
Q9. On remarque que pour a = 5- et b= S on a bien : Vz € R, HIQ =4 (i — %ﬂ)
Q10. Tout d’abord, v est de classe C*>° sur R, montrons par récurrence sur p € N que : Vx € R, 1/)(”)( ) = %.
Initialisation : Pour p =0 : pour z € R, on a d’une part ¢(9) (z) = ¢(z) = 7«1—1 % = Tl_l

la formule est ainsi établie et la propriété est donc bien initialisée.
—1)P .
Hérédité :  Supposons la propriété vraie & un certain p € N, on a donc : Vo € R, 1®) (x) = %, on dérive

I’égalité et on obtient : Vo € R, P+ (2) = —(p+ 1) (50—71522!2 = (_a}:l)gﬁtl)!, c’est-a-dire la propriété au
rang n + 1, ce qui montre bien 1’hérédité.
—1)P
On a bien montré : Vz € R, v®)(z) = Vi

[CEaEN
Q11. On démontre de la méme maniére qu’a la question précédente (on peut aussi utiliser le fait que la conjugué
1

de la dérivée est égal a la dérivée de la conjugué) que la dérivée p-ieme (pour p € N) de = +— - est

On a montré a la question Q9 que pour tout € R, on a p1(x) = % (ﬁ Tﬂ

on a donc pour tout p € Net z € R, que : gpgp) (z) = 5 ((;—7132!1 — ((I_Jrligfﬁ!l) = (_12)ipp! (w+i)(};:ir_l)(f+_f)p+l

) En combinant ces résultats

Q12. Pour pe Net z € R: |(z +1)P! — (2 —i)P+1| = ‘(z Fiptl (- i)P“’ = [2iTm((z +1)P*1)|. Or on sait

L . . . +1 .
que pour tout z € C, |Im(2)| < |z|, ainsi |(x + 1 —(z—1i < 2|(z+i = 2Vx , qui es
tout z € C, [Im(z)| < |2 @+ — (@ — 1P| < 2|(z +0)PH)| = 22 + 17 t

bien le résultat demandé.

On combine avec la question précédente, ainsi pour tout p € N et z € R*, on a : ’gpgp)(x)‘ =

(=DPp! (@H)PH (@) Va2 p!
2 (@Z+1)p 1 S P Dt T (@) ez
(p

IN

1 1 1
Commei#o,onamgﬁetdonCW

1 1 : : )
GHGIDE = Ta[prT Ce qui montre bien que ‘ < ‘Ilpﬂ

Q13. Tout d’abord on remarque que l’inégalité est juste pour a = 0, supposons maintenant « # 0.
On remarque que pour tout « € R, p,(z) = ¢1(ax), ainsi (récurrence directe) : pour tout p € N et pour
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tout € R, on a : ¢ (x) = aPy;(ax). En utilisant la question précédente (on a bien ax # 0) on en déduit
que pour tout z # 0 : |2 (z)| < |o?| prﬁ = |i| W’ il ne reste plus qu’a multiplier des deux cotés par
|| > 0 pour en déduire 'inégalité demandée.

On a bien montré que pour tout a € R, pour tout p € N et pour tout z # 0 : |a||¢P (x)] < ‘zlp

Q14. On remarque que pour z € Ret n € N, que up(r) = vp(v)pa, (x), o0 v, 1 & — apz™. Ainsi u, est
le produit de deux fonctions de classe C*°, on peut donc appliquer la formule de Leibniz pour calculer
la dérivée p-iéme, de plus pour k € [0,n] et = € R, v(k)(a:) = m k),ana: —*_ Ainsi pour p < n on a :

p P |
(P) (1) — P o) () o PR () — Py nek g, (pk)
e €)= 3 () = 33 () o

Q15. Soit n € N, pour p € [0,n — 1], on remarque que pour tout k € [0,p] on a n — k > 0 et donc tous les termes

de la somme obtenue & la question précédente s’annule pour x = 0, ce qui montre bien que u( (0) =0.
Pour p = n, tous les termes pour k € [0,n — 1] s’annule pour = = 0, il ne reste donc que celui correspondant

a k =n, ainsi u%n)(O) =a, (") (O),Lpg)g (0) = nlanpa, (0) = nla,.

Q16. Soit n € N*, p € [0,n — 1] et € R. Si = 0 l'inégalité demandée n’est rien d’autre (d’aprés la question
précédente) que 0 < 0, ce qui est juste, on suppose maintenant z # 0.

On a montré a la question Q13, pour tout k& € [0,p], que |<p(apn ()] < ﬁléﬁfflfel‘l En combi-

nant ceci 3 l’inégalité triangulaire appliquée a la formule de la question Q14 on obtient : \uﬁf’)(a:ﬂ <

1 (p—k)! 1 RS n!
n—=k n—p—1_
lan] g ( ) k) icd \a et |an||an|\x| p! g Hin— k)l Or, comme p < n on a
k=0
n

n n 1
Z o < Z o R = kzzo (k) = 2". On a donc montré |ulP(z)| < |ay| "

||

|| P Ipl2n =

|z|n p—1
vn!

Q17. Soit p € N, montrons que U est de classe CP sur R avec le théoréme de dérivation terme & terme (version CP

sur tout segment).
— Pour tout n € N, u,, est de classe CP sur R.

p!2" (en utilisant la définition de o, = Vnla,).

— Pour tout £ € [0,p] et pour tout x € R, on a (d’aprés la question précédente) : |u£f (2)| < I:r\\/» 22n,

(2z)"

2
Posons x,, = 7 > 0,ona ||

= ot ot 0, ainsi d’apres le critére de d’Alembert > x,, converge

Tn+1

Tn

absolument, donc, par comparaison, Zun () converge aussi absolument donc converge, ce qui montre

bien la convergence simple de Eug).

— Soit a > 0, pour tout = € [—a,a] et pour n > p+1: |u£«b ()] < MT 12n <

‘(L‘n7 p—1

IQ”
(P)H —a,a] < |a|7:/i p|2n —

, comme

notre majorant ne dépend pas de x, en passant au sup sur x € [—a,a], on a |ju

al

T, OF )z, converge (d’aprés le point précédent) on a que >, . Hu ||Ooa converge, et donc que

S oo a5 (tous les u, sont continues sur [—a,a] donc la norme infinie de u, sur [—a,d] existe,
et les premiers termes ne changent pas la nature de la série) converge, ce qui montre que > u, converge
normalement (donc uniformément) sur [—a, al.

Ainsi U est de classe CP sur tous les segments [—a,a] de R donc sur R, comme c’est vrai pour tout p € N,

elle est donc de classe C*° sur R. De plus pour tout pSN et z € R : U(” Z u,!
Q18. Soit n € N, d’aprés la définition de u, on a ug(0) = ag et pour n > 0, un(O) = 0, ce qui montre bien que
U(0)=0.
Soit p € N, d’aprés la question Q15 on a ul) (0)=0sip<n—1(esin>p+1) que u(p)(O) = pla,. Ainsi,
+oo
avec la question précédente, on a UP)(0) = Z ulP)(0) = Z ulP)(0) + pla,, qui est le résultat escompté.
n=0 n=0

Q19. Procédons par analyse synthése et supposons qu’on a construit une suite (a,) telle que la fonction U précé-
demment définie soit telle que pour tout p € N, U®)(0) = b,,.
— OnaUY(0) = ao, ainsi ag = by.
— On a UM(0) = u}y(0) + ay, ainsi a; = by — uj(0) (on remarquera que ug ne dépend que du choix de a).
— On a UP(0) = uf(0) +uf(0) 4 2as, ainsi az = by — uf(0) — u/(0) (on remarquera que u; ne dépend que
du choix de aq).

— Par suite on a pour tout p € N, a, = ( Z u,! ), on remarquera que a, ne dépend que des
n=0
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ag, ..., ap—1 €t pas des suivant.
On termine notre phase d’analyse, on a méme presque démontreé la synthése dedans. En effet on pose ag = by,
ainsi ug est défini, on pose ensuite a; = by — ug(O), ainsi uy est défini, supposons construit ag, ..., ap_1,
ainsi ug, . .. up—1 sont définis et on pose a, = — (b — E uP) . On a donc construit correctement par

récurrence une suite (a,). La fonction U associée est de classe C> sur R et, d’ aprés la question précédente,

U(0) = ag = by et pour tout p > 1, UP©) = $P~1 uP(0) + pla, = > Ou%p)( 0)+b, — >0 Ou%p)( 0) = bp.
Ce qui démontre le théoréme de Borel.

Exercice 3 (E3A PSI 2020, exercice 4).

— -,

1° Par bilinéarité de ® on a : ®(X,Y) = 2151 ®(1,4) + £192P(7, ]) + 2251 D(J, ) + 2292 (5, 7) = 191 + (T1y2 +
x2y1) COS(G) + T2Y2.

2° On a déja que @ est une forme linéaire bilinéaire, la question précédente montre en particulier qu’elle est
symétrique.
Soit X = x17 + 29) € E, on a ®(X, X) = 22 + 2x,25 cos(0) + z2, or —1 < cos(8) < 1, ainsi 22 — 2z129 + 23 <
O(X,X) < 23 + 22129 + 23, ainsi (21 — 22)? < (X, X) < (21 + 22)%, comme (z; — 22)?> > 0 on a bien
D(X,X) > 0.
Si de plus on a ®(X, X) = 0, alors, de I'encadrement précédent, on en déduit que (x1 —x2)? = 0, ainsi x1 = zo,
on en déduit donc que ®(X, X) = 222(1 + cos(d)), comme 6§ €]0,7[, on a (1 + cos()) # 0, ainsi 22 = 0, par
suite X = 0.
On a bien montré que ® est une forme linéaire définie positive sur F, ie un produit scalaire sur F.
Alternative pour positif et défini positif, on peut remarquer que : ®(X, X) = (21 +cos(0)z2)? +22(1 —cos?(0)),
comme 1 — cos?(0) = sin2(9) > 0, on est en présence d’une somme de termes positifs, donc est positive, si elle
est nulle on a donc (1 + cos(f)z2)? = 0 et 22 sin?(0) = 0, comme le sinus est non nul on a 25 = 0 et par suite
Tl = 0, d’oun X =0.

3° Soit X = z1i+ 227 € E, on a f(X) = —xai + (x1 + 215 cos(@))_’ Ainsi (avec 1°) on a : ®(f(X), f(X)) =
(—22)2+2(—x2) (214222 cos(#)) cos(0) +(x1+2x5 cos(6))? = 22 —2x125 cos(0) —4x2 cos?(0) +x2 +4x 25 cos(0)+
423 cos?(0) = a2 + 2x129 cos(f) + 23 = ®(X, X). Ainsi, si on pose | X| = /®(X, X) la norme associée, on a
montré, pour tout X € E, que || f(X)| = || X], ie que f est une isométrie.

40 Apphquons le procede de Gram-Schmidt & la base B, le premier vecteur est blen unitaire, on pose k= ] -
®(j,4)i = j — cos(8)i. On a ®(k, k) = cos (9) —2c0s?(f) +1 =1— cos?(#) = sin?(h). Comme sin(#) > 0 (car 0
est entre 0 et 7 strictement), on peut poser k = m(f cos(0)i + 7).

La famille (f, E) est orthonormalisée de Gram-Schmidt de B, c’est donc une base orthonormée, de plus @(f, E) =
ﬁ@(j, —cos(0)i+j) = m(fcos2 6 + 1) > 0 (toujours car 6 €]0, 7[.

5° On remarque que la définition de & donne directement sin(6)k = — cos()i + J, ie (]) = cos(0)i + sin(6)k.
On a f(i) = Vect(j) = cos(0)i + sin(@)k. On a donc la premiére colonne de la matrice M de f dans la base

(, k), pour continuer on peut déterminer la deuxiéme colonne en calculant f () ou plus rapidement utiliser que
f est une isométrie et comme det(C') =1 on a M € SO2(R). Ainsi M est une matrice de rotation, comme on

cos(f) —sin() . ,
sin(8)  cos(d) )’ f est donc la rotation d’angle 6 de E.

Alternative : on peut déterminer la matrice de passage entre les deux bases et utiliser la formule de changement
de base pour obtenir M.

connait la premiére colonne on en déduit que M = <

6° Pour m € N*, f™ est la rotation d’angle m#@, ainsi f™ =idg <= mf =0 [mod 27].
On a donc f™ = idp si et seulement si 0 € {2:% & €]0, | ~L]]} (J0O, [252]] car 6 doit étre entre 0 et 7r
strictement, on remarquera que pour m € {1,2} il n’y a pas de 6 qui marche pour m =3 il n’y a que 6 =
etc.).

3 ?

Exercice 4 (probléme 1 ccp PSI 2018, partie III : Une équation de Bessel).
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Correction :

Q19. Le rayon de convergence de la série entiére > a,x™ est R =sup {r > 0/ (a,r") _ est bornée} € R, U{+o0}.
n

+00
Q20. Jj est de classe C° sur | — R, R[ et on peut dériver terme a terme. Pour « €] — R, R[ on a Jy(z) = Z cpat,
k=0

+oo +oo
J(z) = chkxk_l et Ji(z) = Zk(k —1)epa® 2. Ainsi :
k=1 k=2

“+o00 —+o00 —+o00
22 I () + 2 Jh(z) + 2% To(2) = Z k(k —1)cpa® + Z kepa® + Z Cr_oa®
k=2 k=1 k=2

—+oo
=ciz+ Z(kzck + Ck_Q)I’k.
k=2

Ch—
Ainsi Jy est solution de (4) si et seulement si ¢y =0et Vk > 2, ¢ = — k22.
Comme, de plus, ¢g = 1 par hypothése, on montre, par récurrence directe, que Vk € N, cop11 = 0 et
(=D*
Cop = -
2T AR (k)2
Q21. La série considérée est > copz?*. Pour > 0 et & € N on pose up(x) = copa®®. Ainsi,
2
U x x
L() = |——| — 0 < 1. Donc le critére de d’Alembert permet de conclure que cette
ug(z) 4(k+1)?| k—too

série entiere converge pour tout réel x > 0 et que son rayon de convergence est donc R = +oo.

Remarque On a donc prouvé que la somme de cette série entiére, appelée Jy dans I’énoncé, est une solution
de (4) sur R.

Q22. Jp est continue sur R, donc continue sur le segment [0, ] et donc bornée sur ce segment. Comme Jy n’est
pas la fonction nulle (elle vaut 1 en 0), donc si (Jy, f) est une famille liée de ’espace vectoriel des fonctions
de classe C? sur )0, r[, il existe a € R tel que f = aJy et f est ainsi bornée sur ]0, r[ et donc au voisinage de
0.

Q23. Par produit de Cauchy, appliqué aux séries entiéres (absolument convergentes dans intervalle ouvert de
convergence) :

+oo

400 400 n
Vz €] — Ry, Ro[N] — Rg, Rg, <Z akxk> <Z ﬂk$k> = Z (Z akﬂnk> z".
k=0 k=0 k=0

Or, cette somme vaut 1 par hypothése donc, par unicité d’écriture d’une série entiére, on a :
n
agfo=1 et VneN*, Zakﬂn_k =0.
k=0
Comme ag = 1 par hypothése, on obtient, :

Bo=1 et YneN", > af,k=0.
k=0

Q24. Puisque 0 < r < R,, par définition du rayon de convergence, la suite (akrk)k est bornée, donc il existe
M
M > 0 tel que pour tout k € N : |agr¥| < M (ie |ax] < —.
T

Q25. L’existence d’une unique solution (8g)xen de (5) est assez immeédiate, comme 5y = 1 on a existence et unicité

n
de By, comme «y = 1, la seconde relation dit juste, pour tout n > 1, que 8, = — Zakﬂn_k, comme la
k=1
somme dans le membre de droite ne fait intervenir que g, ..., 8,_1, on en déduit que I’existence et I'unicité

des By pour k € [0,n — 1] implique I’existence et 'unicité de ,. Ce qui montre bien le résultat.
) . M (M + 1)1
Montrons par récurrence (forte) sur k € N* que : Hy, : « || < ————"—»
r

M
— Initialisation : La relation (5) fournit a1 + a1/ = 0. Donc 81 = —ag et |81] = |ay| < —. Cela montre
r
H.
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— Hérédité : Prenons k dans N* tel que Hy, ..., Hy soient vraies et montrons que Hj1 est vraie. On a :

k
|Brr1] = |— Zak+1—j Bj| (car ap =1)

k
< |-l 185
7=0

M M M(M +1)7—1 . , )
< T + Z Erisg ( v ) (d’apres Q.24 et 'hyp. de récurrence)
j=1
M M? |(M+1)F-1
< +
Tkl kAL (M 1) —
M(M + 1)k
Pkl

Ainsi, Hy,1 est vraie et ’on a établi le résultat souhaité par récurrence.

k

M M+1
Q26. On déduit de la question précédente, pour = € R et k € N* que : |Brpz”| < ‘ (M + D)o

M+1

(M + 1)z

Le membre de droite est le terme général d’une série géométrique convergente si < 1, la série

entiére est donc convergente pour les x tels que |z] < on a donc que Rg >

M >0
Q27. On note : Vz €]0,7[, y(z) = M(z)Jo(x) avec A fonction de classe C? sur ]0,7[. Ainsi, y est aussi de classe C?
sur ]0,r[. Comme Jy est solution de (4), on obtient :

Vo €]0,r[, 2%y (z) + zy' (x) + 22y(x) = 22N (2)Jo(z) + 22° N (z) 5 (z) + 2N () Jo ().
De plus , en notant Vx €]0,r[, h(z) = 2\ (x)J3(z), on a :

W (@) = X (@) J5 () + 2\ (2)J5 () + 2N () 2J0(x) Jy(x)

= P a2y (@) /(@) + 22y ()

e Il est donc clair que si y est solution de (4) sur |0, [ alors h est de dérivée nulle sur ]0, .

e Réciproquement, supposons que h/(z) = 0 pour tout x €]0,7[. Notons g : x + x2y" (z) +zy'(z) + 2%y(z).
Supposons qu’il existe zo €]0,r[ tel que g(xg) # 0. Par continuité, g serait non nulle sur un sous-
intervalle de |0, r[ centré en xg et Jy serait donc nulle sur cet intervalle. Comme Jy est solution de

1
u”+=u'+u = 0sur |0, 7], Jy serait identiquement nulle sur |0, r[ ’apreés le théoréme de Cauchy-Lipschitz
x

comme unique solution de (4) s’annulant ainsi que sa dérivée en xg. Elle serait donc nulle en 0 par
continuité. Cela contredirait la définition de Jy (¢ = 1). Donc g est nulle et y est solution de (4) sur |0, r].

Q28. Par théoréme sur le produit de Cauchy des séries entiéres, JZ est somme d'une série entiére de rayon -+oc.
De plus, JZ(0) = 1.

Q29. Cherchons une fonction \ et un réel r > 0 tels que YV €]0, 7|, zJ3(z)N (z) = 1.
La question Q27. nous assure alors que (z — A(z)Jo(x)) est solution de (4) sur |0, r][.
La question Q28. permet d’appliquer le paragraphe sur inverse d’une série entiére non nulle en 0 & JZ.
Il existe donc une série entiére Y Bxz* de rayon r > 0 et telle que By = 1 qui vérifie :

v €]0,r|, (Zﬁkm ) =1, ainsi zJ3(z ( —i—Zﬁkx > =1

k
En prenant, pour z €]0,7[, A(z) = In(z) + Zﬁki, on obtient bien que : Yz €]0,7[, zJ3(z)\ (z) = 1.

Posons alors pour z €]0, 7] (Z ,Bk > x Jo(z). Par produit de Cauchy, 7 est la somme d’une série

entiére de rayon R, > 0 et, d’aprés la question Q27., J; : © — n(x) + In(x) Jo(z) est solution de (4) sur
10, R,)[.
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Q30. Puisque Jy(0) = 1, la fonction J; = 1+ Jo x In n’est pas bornée sur ]0, R, [. D’aprés la question Q22., la
famille (Jo, J1) est donc libre dans I'espace vectoriel des fonctions de classe C? sur 0, R, [ et 'on a une base
de solutions de (4). On en déduit que I’ensemble des solutions de (4) sur ]0, R, [ est : {aJo + b(n+ Jo x In) /
(a,b) € R?} = Vect(Jo,n + Jo x In).
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