Lycée Jean Bart pc* Mathématiques 2023-2024

DS 8* : samedi 23 mars

Correction

Exercice 1 Formule de Wald, Processus de Galton-Watson (CENTRALE PSI 2015 Maths 1).

I] Etude d’une suite récurrente

Correction :
I.LA
I.A.1) Comme f’ est croissante, on en déduit que (u,) est monotone, de plus on a u; = f(ug) > 0 = wo,
ainsi (u,,) est croissante. On a aussi (u,) majorée par 1 (car [0, 1] stable par f), on en déduit donc que
(uy,) est convergente.

I.A.2) L’ensemble A = {z € [0,1] / f(z) = x} est partie non vide (1 est dedans) de R, donc posséde une
borne inférieur qu’on note xy. Comme A est un fermé (image réciproque de {0} par application continue
x +— f(x) — ), la borne inférieur est en fait un minimum, ainsi z; est un point fixe de A, et c’est bien
le plus petit.

ILA.3) On a 0 < zy et comme f est croissante, f(0) < xy, ainsi [0,xf] est stable par f, et comme
up =0 € [0, 2], on en déduit que (u,,) est & valeur dans [0, x|, sa limite est donc aussi dans [0,z ], or
f est continue donc f(¢) = ¢ et donc £ est un point fixe de f plus petit que xs, on a donc £ = z; par
minimalité de x.

I.B Un dessin rend le résultat assez claire (en 0 on est au dessus de la premiére bissectrice, on a f(1) =1

et on dessine la tangente au point d’abscisse 1 de f et on a que la courbe est en dessous de la premiére
bissectrice au voisinage de 1, donc la coupe d’aprés le TVI), montrons le proprement.
On réutilise g :  — f(z) — 2 qui est de classe C* sur [0,1], on a ¢’(z) = f'(x) — 1, donc ¢’(1) =m —1 >0,
ainsi ¢’ est strictement positive au voisinage de 1, disons sur [a, 1] (avec a < 1), on a donc g(a) < g(1) =0,
or g(0) = f(0) > 0, donc, comme g est continue, le théoréme des valeurs intermédiaires donne existence
d’un b € [0, a] tel que g(b) = 0, b est un point fixe de f donc zy < b, comme b < a < 1 on en déduit donc
que dans le cas ot m > 1onazy € [0,1].

I.C On considére encore g, on a g” = f” est continue et a valeurs positive, comme ¢”(1) = f”(1) > 0 il

existe a < 1 tel que g” est strictement positive sur [a, 1], ainsi ¢’ est croissante sur [0, 1] et est strictement
croissante sur [a, 1], or ¢’(1) = m — 1 < 0, la stricte croissante de ¢’ sur [a, 1] donne pour tout z € [a, 1],
g'(x) < 0 et la croissance de g’ donne alors que ¢’ est strictement négative sur [0, 1], ainsi g est strictement
décroissante sur [0, 1] (continuité en 1), ainsi pour tout z € [0, 1[, g(z) > ¢g(1) = 0, et donc f(x) > z, ce qui
montre bien que 1 est 'unique point fixe de f sur [0, 1] et donc xzy = 1.
Comme f est croissante, s'il existait a tel que f(a) = 1, comme f(1) = 1, on aurait f constante égale & 1
sur [a,1] et donc f = 0 au voisinage de 1, ce qui est absurde (car on aurait f” = 0 au voisinage de 1) ,
ainsi 1 est l'unique antécédent de 1. S’il existait n € N, tel que u,, = 1, comme u,, = f(u,—1), on aurait
Un—1 = 1, et donc par récurrence (descendante) directe on aurait ug = 1 ce qui est absurde, ainsi on a
Uy # 1 pour tout n € N.

I.D
I.D.1) On remarque que &, n:)m 0, de plus, d’aprés la formule de Taylor-Young appliquée & f (qui est

de classe C? sur [0,1]) en 1, on a: f(1+h) = f(1)+hf'(1)+ h;f”(l) + hoo(hQ). Ainsi, avec h = —¢,,,
—
ona f(1=2,) = 1= ey + 5071+ 0 (). 0r F(1= ) = f(1r) = s = 1=
—
h—0

On en déduit donc que €,41 = €, — %f”(l) + o0 (2)=¢, (1 — S (1) + hoo(sn)>. Comme la suite
—

’ ) A\ . 1 _ 1 1 _ 1 n £/ _
(en) ne s’annule pas d’aprés LB, on a : —— = S TSP 0 G B L+ f"(1) + hg()(%)) =

L4 S0, (1). Ce qui montre bien que : lim LI &
En 2 h—0 n—+00 \ Ep41 En 2
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I.D.2 D’aprés le lemme de Césaroon a lim — , comme la somme est télescopique

14 1 1 f')
Zi T2

n—+o0o N o Ek+l Ek
on en déduit que ngrfw n—in — n%—:o = fNQ( ) , comme nTO n_>—+>oo 0, on en déduit que nll)rfoo % = f/;(l),
ie nErJrrloonsn = f”i(l)’ iee, =1—u, et %/(1)
I.E 1.E.1) Le méme développement limité qu’en I.D.1) donne &,11 = &, <m -2 (1) + hgo(sn)) Ainsi
En+1 _&n

")+ o (en))] — |m| <1, ainsi le critére de d’Alembert permet d’obtenir la
En 2 h—0 n—+00

convergence absolue de ) e,.

—(n+1)
. m 5n+1 _ €n+1 _ _ En 7 ~ _ En 1 .
Ona:ln ( ) =In () In (1 —me (1) + hgo(en)) et — f"(1) qui est le

m~—"e, 2m
mf(nJrl) Entl

— ) converge.
m—"e,

terme général d’une série absolument convergente, ainsi E In (

mf("+1)en
I.E.2) Onremarque que In ( e
—(n+1)

m 5 . RSP
E In <n"+1> est de méme nature que la suite (In (m~"¢,)),, donc convergente, ainsi il existe
m="e,

) =1In(m~("*e, 1) —In(m"e,), et donc la série (télescopique)

d € R tel que lim In (mfnen) =d,ie lim m ", =e? > 0, ce qui montre bien, en posant ¢ = e,
n—-+oo n—-+oo
quee, =1—u, ~ cm".
n—-+oo

II] Formule de Wald

Correction :
II.A
I1.A.1) Soit k € N, d’aprés la formule des probabilités totales (FPT) appliquée a I’ événement (X+Y =k)

et au systéme complet d’avénements (SCE) (Y = £)yen, on a P(X +Y = k) Z}P’ OPy—p (X +
=k) = ZIP’(Y = OPy—p(X =k —{), comme X et Y sont indépendantes on a P(X +Y = k) =

Z P(Y =k —{), ainsi G x4y est le produit de Cauchy de Gx et de Gy (on a bien convergence

absolue des séries sur au moins | — 1,1]), ainsi Gx1y = GxGy.

Alternative : Soit t €] — 1,1], on définit f :  — ¢*, comme X et Y sont indépendantes, il en va de
méme pour f(X) et f(Y), on a donc E(f(X)f(Y)) = E(f(X))E(f(Y)), ie EGXTY) = E¢X)E(tY), ie
Gx+y = GxGy.

I1.A.2) Procédons par récurrence. Comme S; = X; on a bien Gs, = (Gx)!, la propriété est ainsi initia-
lisée, supposons qu'’il existe k € N tel que G5, = (Gx)*, comme Sy, est indépendante de X1, la
question précédente donne G, 1x,., = (GX)’“GXHI, comme Sii1 = Sp + Xpq1 et Gx,,, = Gx, on
a bien Gg,,, = (Gx)**! et la propriété est bien héréditaire. On a bien montré que, pour tout k € N,
Gs, = (Gx)*.

IT.A.3) Soit t € [0,1[ et K € N.

Soit n € N, en appliquant la FPT a I’événement (S = n) avec le SCE (T = k)gey on a P(S = n) =

oo +o0 +o0
ZP(S:n,T:k), ainsi pour tout ¢ €] — 1,1[, on a : G ZZ S=n,T=k))t". Comme S
. n=0 k=0
et T sont indépendantes, on a G| Z Z P(T =k))t"
n=0 k=0
+o0o K
On a donc Gs(t) = Z (Z (P(S=n)P(T =k))t" + Z YP(T =k))t >, coupons la
n=0 \k=0 k=K+1

somrne en deux, pour cela on va justifier la convergence de la premiére somme. Soit N € N, on

oS z(z)z

n=0 k=0 k=0 \n=0
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K
Z(Gx(t))kP(T = k) (d’aprés la question précédente).

k=0

Ceci montre non seulement qu’on peut couper la somme, mais aussi le résultat escompté : Gg(t) =

ZGX HFP(T = k+z<z (Sy = n)P(T = k)t”).

n=0 \k=K+1
II.A.4) Soit K € Net ¢t € [0,1], pour tout K € N, on a 0 < P(S, = n)P(T = k)t" < P(T = k)t",
comme Y P(T = k)t” converge, on peut sommer cette inégalité pour k allant de K + 1 & 400 et

on trouve : 0 < Z P(S, = n)P(T = k)t" < Z (T = k)t". Il ne reste plus qu’a sommer

k=K+1 k=K+1
+oo 1
pour n allant de 0 & +oo (possible car les séries convergent et Zt" =17 On a donc bien que :
. - n=0
0<Rg <—— P(T = k).
SRe< Y BT=R
k=K+1
IT.A.5) De la question précédente on a : lim Ry = 0, ainsi en faisant tendre K vers +oo dans I1.A.3)
K—+4o00

onaGg(t Z Gx(t k]P’(T k) = Gr(Gx(t)) = GroGx(t). Ce qui montre bien que Gg = GroGx.

k=0
II.B Comme T est d’espérance finie alors G est dérivable en 1, comme Gx est dérivable en 1 et comme

Gx(1) = 1, on en déduit que Gg est dérivable en 1, et donc que S est d’espérance finie et aussi que
E(S) = Gs(1) = Gx ()G1(Gx (1) = E(X1)E(T).

I1.C
II.C.1) Si T suit la loi de Poisson de paramétre A > 0, alors sa loi est donnée pour tout k € N, par

P(T=k)=e" k, , et sa série génératrice, pour tout ¢ € R, par Gr(t Ze*’\ =e MM,

I1.C.2) Ici on a X, suit la loi de Bernoulli de paramétre «, T" comme & la questlon précédente, ainsi,
en notant S le nombre d’insectes issus de la ponte, on a (d’aprés ce qui précéde les indépendances
demandées sont vérifiées, ou tout du moins on en fait la supposition) : Gg = G o Gx, ainsi pour tout

€ [0,1], Gs(t) = Gr(1 — a + at) = e MA0-atat) — g=adeart) Ajnsi S suit la loi de Poisson de
paramétre aA.

III] Processus de Galton-Watson

Correction :
ITI.A TII.A.1) A n € N fixé on est dans le cadre de la partie II.A avec T = Y,,, pour tout i, X; = Xn,q et
S = Y, 41, les hypothéses d’indépendances étant vérifiées, on a Gy, ., = Gy, oGx, ., 1€ oni1 = pno f.
On peut aussi remarquer que, comme ¢y = Id, par récurrence directe on obtient, pour tout n € N, que
= fo...of, ainsi on a aussi @,+1 = f 0 Yy
ITI.A.2) En faisant comme en IL.B, on a E(Y,4+1) = E(Y,,)E(X,,1) = E(Y,,)m, ainsi (E(Y},)), est une

suite géométrique de raison m, on en déduit donc, pour tout n € N, que E(Y,,) = m"E(Yy) = m™.

II1.A.3)
—+oo
a) La probabilité d’extinction n’est rien d’autre que E = U (Y, = 0). Or la suite (Y,, = 0),, est
n=0

décroissante (car 8’il n’y a plus d’individus & la génération n alors il n’y en a plus a la génération
n+1,ie (Y, =0) C (Yor1 = 0)), et comme P(Y,, = 0) = Gy, (0) = ¢,(0). Ainsi par continuité
croissante on a bien que la probabilité d’extinction est égale a la limite de la suite (¢5,(0))n>0.

b) La fonction f est la fonction génératrice de la loi u qui admet une espérance et une variance ainsi f

est de classe C2 sur [0, 1]. De plus f(1) = 1, f/(1) = m, f'(0) =p1 < 1, et f’(1) Zk —1)pr. >0

puisqu’il existe k > 2 tel que px > 0.
On Pose ug = ¢o(0) = 0, et pour tout n € N, w41 = f(uy) = @n+1(0) (aprés II1.A.1)).
Ainsi on peut appliquer les résultats de la partie I & la suite (¢,,(0))n>0-
IIT.A.4) D’aprés I.C,sim < 1, on a ngrfoo ©n(0) = 1, ainsi la probabilité d’extinction est égale a 1.
I11.B
ITI.B.1) Pour tout k¥ € N*, si T = k alors il y avait encore des individus & la génération k — 1 par
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définition de T, ie (T' = k) C (Yy—1 > 1), on en déduit donc que P(T = k) < P(Yy—1 > 1). On

“+oo “+o0
a donc kP(T = k) < kZP(Yk—l =/) < kZ@P’(Yk_l = {) (car Y;_1 admet une espérance), ainsi
=1 (=1

EP(T = k) < kE(Y_1) = kmF~1, or S kmF~1 converge (série géométrique dérivée de raison m € [0, 1[),
ainsi, par théoréme de comparaison des séries a termes positifs, > kP(T = k) converge, ie T' admet une

espérance.
Alternative : (T = k) C (Y = 0) et utiliser ’équivalent de I.E.2)
II1.B.2)
a) Pour tout entier n, P(Y,, > 1) Z}P’ =) <Z£IP (Y, =0) =E(Y,) =m".

Alternative : Y, est une vard posmve admettant une esperance donc I'inégalité de Markov s’applique,
ainsi P(Y,, > 1) < 01/ ) = .
+oo
b) OnaP(T = —1) =0, ainsi E(T) = » kP(T' =k)=> k(P(T >k—1)—P(T > k)).
k=0

K
Fixons K > 0.Ona: Y k(P(T>k-1)-P(T>k) => kP(T >k—1)— Y kP(T > k) =
k 0 k=1 k=0

K—-1
> (k+1)P(T > k) ZkIP’T>k Zk]P’T>k — KP(T > K).
k=0
0

] >

r (T >K) C (Y > O) ainsi la questlon II B.2.a) donne 0 < KP(T > K) < Km®X — 0, en

K—+oo
faisant tendre K vers 400, on en déduit donc que E(T') = ZIP’(T > k).
c) En utilisant encore que pour tout k > 1, (T > k) C (Y > 1), on a E(T ZIF’ (T > k)
iIP’(Yk >1) < imk -
- 1-m
=0 k=0
II1.C
ITI.C.1) L’événement U(Yk = 0) est I’événement d’extinction déja traité a la question IIT.A.4, sa
keN
probabilité vaut bien 1.
II1.C.2)

a) Tout d’abord, pour n € Non a Z,,11 = Z, +Y,, > Z,, ainsi, pour tout k € N*, (Z,,41 < k) C (Z, <
k), (P(Z, < k))nen- est donc décroissante, comme elle est minorée (par 0), elle converge, de plus,

—+oo
par continuité décroissante on a: lim P(Z, <k)=P (ﬂ (Z, < k)

n—-+oo
n=1
+o00o +oo
Montrons maintenant que ﬂ (Z, < k) =(Z < k), Soit w € ﬂ (Z, < k), on a donc pour tout
n=1 n=1

neN, Z,(w) <k iel+ ZYi(w) < k, en faisant n — 400 on trouve Z(w) < k, ce qui montre

i=1
—+o0
ﬂ (Z, < k) C (Z < k). Réciproquement si w € (Z < k), comme tous les Y;(w) sont positifs, on a
n=1

pour tout n € N*, Z, (w) < Z(w) < k. Ce qui montre bien ’autre inclusion.
Au final, on a montré lirf P(Z, <k)=P(Z <k).
n—-+0o0

b) Soit k € N. Tout d’abord on remarque que si k = 0, comme tous les Z,, et Z sont & valeurs dans N*
alors on a bien la limite demandée (la suite nulle tend vers 0). Supposons k& > 0. Pour tout n € N,
on a (Z, a valeurs entiére) P(Z,, = k) =P(Z,, < k) —P(Z, < k—1). Le membre de droite converge
d’aprés la question précédente, ainsi ngrfoo P(Z,=k)=P(Z<k)-P(Z<Ek-1)=P(Z =k), ce
qui est bien le résultat escompté.

c) Soit s € [0,1[, n € N* et K € N, on a (on a bien convergence absolue des séries misent en

+oo
jeux) : |Gz, (s) — Gz(s)| = Z(]P’(Zn = k) —P(Z = k))s*|, donc (en découpant la somme et en
k=0
K
utilisant que pour tout k, |s*| < 1) on a : |Gz, (s) — Gz(s)| < Z\]P’(Zn =k)-P(Z=k)| +
k=0
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+o00
> |P(Zy=k)—P(Z=Fk)|s*. Or pour tout k on a [P(Z,=k)-P(Z=k)| < 1 (la
E=K+1
difféerence de deux nombres compris entre 0 et 1 est comprise entre —1 et 1), ainsi
+o0 . +o0o . SK+1 SK
S P(Zu=k) -P(Z=k)|s"< > = — <1
E=K+1 k=K+1
K o
Ce qui montre bien que |Gz, (s) — Gz(s)| < Z P(Z, =k)—P(Z =k)|+ T
k=0

K K

18‘ S g Fixons

. S . .
d) Soit ¢ > 0, comme — 0, il existe Ky tel que , pour tout K > K,
1—5 Ks+oo

maintenant K = K.
D’aprés la question III.C.2.b) pour tout k il existe Nj tel que pour tout n > Nj on a :|[P(Z, =

k) —P(Z = k)| < ————=. Ainsi, en posant N = max(Ny,..., Ng) (nombre fini de terme) on a,
2(Ko + 1)
K K - .
tout n > N P(Z,=k)—P(Z=k)| < —_— = —.

On a donc montré que pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N : |Gz, (s) — Gz(s)| <
g, ce qui montre que (Gz, (s))n converge vers Gz(s), ie la convergence simple de la suite de fonctions
(Gz,) vers Gz sur [0,1].

I11.C.3)

—+o0 +oo
a) Pour s € [0,1[, comme Z; =1+4Y; et comme Y7 > 0,0ona: Gz (s) = ZIF’(Zl =k)s* = ZIP’(Yl =
k=0 k=1

k—1)s* = sGy, (s) = sf(s)
b) Le résultat admis, ainsi que la continuité de f et la convergence simple de (Gz,) vers Gz donne
directement que pour tout s € [0,1[, Gz(s) = sf(Gz(s)).
¢) Tout d’abord, comme g est d’espérance finie, f est dérivable en 1 et f'(1) = m. De plus on rappel
que Gz(1) =1 (et f(1) = 1) puisque Z est une variable aléatoire.
Si Z est d’espérance finie alors Gz est dérivable en 1, la question précédente donne alors G/, (1) =
f(Gz(1)+1.GL(1)f'(Gz(1)),ie E(Z) = 1+ E(Z)m et donc (1—m)E(Z) =1, on am < 1, et cette
égalité donne 1 —m # 0, ainsi m < 1 et E(Z) = L.
Réciproquement on suppose m < 1. D’apreés ’égalité de la question précédente, pour tout s € [0, 1],
on a G(s) = f(Gz(s)) + sG%4(s)f'(Gz(s)). On en déduit donc que (1 — sf'(Gz(s))) G%(s) =
f(Gz(s)). Or, par continuité des fonctions génératrices en 1 on a lir{1 f(Gz(s)) = f(Gz(1))=1et
s—1—

lim 1—sf'(Gz(s) =1—f'(1) = 1—m. Ainsi, la fonction Gz, qui est continue sur [0, 1] et qui est de
s—1—

classe C! sur [0, 1] est telle que G, posséde une limite finie, qui est ﬁ, en 17, donc, par théoréme
G est dérivable en 1 et de classe C! sur [0, 1], ainsi Z est d’espérance finie et E(Z) = G%(1) = 2.

1
1

On a bien montré Z d’espérance finie si et seulement si m < 1 et que dans ce cas E(Z) = —.
Remarque : J’ai utilisé que Gz est continue sur [0, 1], ce qu’il faut démontrer, tout d’abord, comme
Z est une variable aléatoire, Gz est définie en 1 (et Gz(1) = 1), on pose, pour s € [0,1] et n € N,
un(s) =P(Z =n)s", on a [P(Z = n)s"| < P(Z = n), d'ott ||u,||'$" < P(Z = n, comme S P(Z = n)
converge, on en déduit la convergence normale de la série de fonction sur [0, 1], comme toutes les
fonctions u,, sont continue sur [0, 1], il en va de méme pour G .

IV] Un exemple

Correction :
=1 1R /e\" 11 1
— E_ Z Z [ -
IV.A Pourt e [O,l],onaf(t)—§2k+lt = 2;0<2> =311 3 ¢
Ainsi f est dérivable sur [0, 1] (et méme sur | — 2,2[) et, pour ¢ € [0,1], f'(t) = ﬁ, ainsi m = f/(1) = 1.

IV.B Comme f’ est positive, f est strictement croissante sur [0, 1], comme f(0) = 0 et f(1) = 1 on en
déduit donc que [0, 1] est stable par f. Soit ¢t € [0,1], on a ¢o(t) = ¢ € [0,1], comme pour tout n € N,
“nt1(t) = f(pn(t)) on en déduit (récurrence directe) que pour tout n € N, ¢, (t) € [0, 1[, ce qui est bien ce
qui était demandé.

IV.C Soit t € [0,1]. Pour n € Non a : an41(¢)

_ 1 _ 1 _ _2—¢n(t) i _
= T 01 = o1 = Tatpa (@ A0St anea(t) —an(t) =
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i;ft’)b(_t{ -7 (1)_1 = —1. Ainsi la suite (a,(¢))nen est arithmétique de raison —1.
IV.D Soit t € [0,1], on déduit de la question précédente pour tout n € N, que a,(t) = ao(t) — n, ie
m 7 —n= 1 et done @, (1) = Ftg + 1= %, qui est bien le résultat escompté.

IV.E Soit (n,k) € N2. On a que P(Y,, = k) est le coefficient devant t* dans ¢, (t).
Pour n > 1, on a (la premiére égalité est, par exemple, une division euclidienne des polynémes en t), pour

“+o0 k
n—1 1 1 n—1 1 1 n—1 1 n
6[071[7 Son(t): + — - + n = + §:< t) ’
n nl+n—nt n n(l+mn)l— 5t n nﬂ"‘”)kzo n+1
“+o00 k—1 2 +00 k—1
n—1 1 n n n n
0 d Do (t) = - k= gitkii
n a donc : p,(t) - +n(1+n)+; (n + 1)1 ”(”+1>+H (n 4 1)k+1 il |

too k—1

> et
= (n+ 1)kt
Pour n =0, on a Yy = 1 et donc la formule est encore vrai dans ce cas.

IV.F Onaque (T>n)=(Y,>1),ainsi P(T" >n)=P(Y,>1)=1-P(Y,=0)=1- nT—il—l = n—li—l'
Le calcul de IT1.B.2.b) avec la somme finie marche encore ici, pour K > 0, on a montré que : i EP(T =
K—1 K—1 k K =0
kP(T > k) — KP(T > K) = Tl KLl Or ﬁl diverge (terme général équivalent
k=0 k:O "

au terme général de la série harmonique) et hm — —1, on en déduit donc que Y kP(T = k)

diverge, ainsi T' n’est pas d’espérance finie.
IV.G On utilise II1.C.3.b), on a, pour tout s € [0, 1], que Gz(s) = 5=& ;- Ainsi ~Gz(8)?2+2Gz(s)—s =0,

ainsi Gz(s) (& s fixé) est solution d’une équation de degré 2 de dlscrlmlnant 4 —4s, on a donc Gz(s) qui
vaut 1 ++4/1—s, comme Gyz(s ) <1 on en déduit donc que Gz(s) =1—+/1—s.

Comme Gz( Z P(Z , pour déterminer la loi de Z, il suffit de déterminer le développement en
série entiére de s +— 1 —+/1 — s, cet fonction est développable en série entiére sur | — 1, 1], de plus pour tout
X 1,1 1 1)k-1 5 1)’€1 (2k — 2)!

T\ )“(% 2)! M_+°° (k-2
A1n51 pourse]—l 1[ 1-— 1—s=-— kzl k'22k 1k 1) ( 1) S —;mS

(2k—2)!

Ce qui montre que P(Z = 0) = 0, et, pour tout k > 1, que P(Z = k) = W(kl)'

V] Cas surcritique

Correction :

V.A Notons ASLT) I’événement « W, vaut k pour la r-iéme fois », ainsi ugf) = P(Agf ), de plus on remarque

que u, = u'"”). Comme, & r fixé, tous les événement A, (r) sont incompatible alors Zugf) converge, donc

le rayon de convergence de la série entiére Z ug")s” est plus grand que 1, on a donc la convergence pour
n>1
€ [-1,1] (convergence absolue en —1 puisque les probas sont positives).

V.B
k

V.B.1) OnaW; = Z Xo,i (car Wy vaut k), si tous les X ; était plus grand que strictement que 1 on aurait
i=1
k k
W1 strictement plus grand que k, ie m(Xo,z‘ >1)c (W7 > k), donc P <ﬂ(X0,i > 1)) < P(W7 > k),
i=1 i=1
or les X ; sont indépendants et P(Xo; > 1) = 1 — pg — p1, ainsi P(W; > k) > (1 —pg — p1)* > 0
(puisque po + p1 < 1).

V.B.2) On veut montrer P ( ﬂ (W, # k)) >0

neN*
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— Cas py = 0.
Dans ce cas tous les événement (X, ; > 1) sont certains, soit n € N et soit w € , on a W, 41(w) =
W'L(w

Z Xni(w) > Wy (w), ainsi (W,, > k) C (Wy41 > k), donc par récurrence directe on a, pour
tout n € N*, que Wy > k) ¢ (W,, > k) et comme (W,, > k) C (W,, # k), on en déduit donc

(W1 >k)C ﬂ (W, #k),ainsi 0 <P(W7 > k) <P m (W, # k)), qui est le résultat demandé.
neN* neN*

— Cas pg > 0.
k

Dans ce cas la I’événement ﬂ(XO,i = 0) est de probabilité p§ > 0 et est inclus dans (), ¢y (Wn # k)
=0
(car siw € ﬂsz(XOJ = 0) alors W;(w) = 0 et donc par suite on a W, (w) = 0 pour tout n € N*),

ainsi P | (") (Wn;«ék:)> > ph > 0.
neN*
V.C
V.C.1) Soit n € N* et r > 2.

On note A( I’événement « W; vaut k pour la premiére foi et W,, vaut k pour la r-iéme fois ».

Soit w € A;), ainsi on a W, (w) = k et on note i le plus petit entier positif tel que W;(w) = k,
comme il doit il avoir r» — 1 valeurs de j tel que W;(w) = k on a ¢ compris entre 1 et n —r + 1.
n—r+1
de plus cette réunion est disjointe, on a donc u{” = Z IP’(AEQ) Or
i=1
(A(T)) = u; u( 11)’ en effet quand on arrive & la i-iéme génération avec une population de k, c’est
comme si on reprenait I’expérience a partir de 1a, et indépendamment de ce qui s’est passé avant.

(r—1)

n—i °

Ceci montre A(T) = UA

177,7

) =0sii >n—1r+1, on en déduit que usf) = Zuiu
i=1
V.C.2) On pose, pour tout r > 1, uér) = 0 (et ug = 0), ainsi I’égalité de la question précédente s’écrit,

n

pour tout n € N* et r > 2 : u(r)—Zuu

1=0
convergence supérieur ou égal & 1, on a que U, est le produit de Cauchy de U et de U,_1, ainsi pour

tout s €] —1,1[, on a U,(s) = U(s)Ur_1(s), donc par récurrence directe, pour tout » > 1, on a U, = U"
(I’égalité reste vrai en £1).

Comme de plus un i

i Y. Ainsi, comme ces séries entiéres ont toutes un rayon de

V.D
V.D.1) Notons B ’événement « W,, prend une infinité de fois la valeur &k », et pour tout r notons B,

I’événement « W,, prend la valeur k au moins r fois », de tel sorte & ce que B = m B,.

reN*
La suite (B,), est une suite décroissante, ainsi par continuité décroissante P(B) = lil}rl P(B,).
r—r+00
On a B, = U AEL’" ), comme les événements Aff) sont deux & deux incompatibles, on en déduit que

neN*
+oo +oo
= ZIP’(A%”") = Zug) =U,(1) =U(1)" = (1 —u)" puisque U(1) est la probabilité que W,

n= n=
prenne la valeur & au moins une fois. Ainsi ligl P(B,) = 0 puisque 1 — u € [0,1] d’aprés V.B.2.
r—+00

On a bien montré que la probabilité que la suite (W,,),en+ prenne la valeur &k une infinité de fois est
nulle.

V.D.2) Notons C ’événement « Y,, prend une infinité de fois la valeur & ».
Soit D; I’événement « Y; prend la valeur k pour la premiére fois » et Dy ’événement « Y; ne prend
jamais la valeur & ».
La famille (D;)ien est un SCE, ainsi la FPT appliquée a I’événement C' donne : P(C) = P(Dy N C) +

Z P(D;,NC)=0+ Z P(D ), sauf que & partir du moment ou Y; = k c’est comme si on faisait

1 experlence de cette partle ainsi, d’ apres la question précédente, ]P’D (C) =0, ainsi P(C) = 0.

+oo
V.E Par continuité croissante appliquée a U Ay | ona lim P U Ay | =P U Ay |. Or, pour tout
k=0 ne k=0

nEN,IP’<0Ak> <§:P(Ak):0etdonc]P’<OAk) =0
k=0

k=0 k=0
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On a que ﬂAn: Uan Ainsi]P’(ﬂ An> :1—]P’<UAn> =1.
neN neN neN neN
V.F Tout d’abord traduisons ’événement F : « (Y,,) diverge vers l'infini » (ainsi P(F) = ), pour w € E on

a lim Y,(w) = 400, ainsi pour tout entier k on a Y, (w) > k & partir d’'un certain rang, ainsi aucune
n——+oo

valeur k ne peut étre prise une infinité de fois, ce qui montre que E C ﬂ C}, (ot1 on a noté Oy I’événement

kEN
« Y, prend une infinité de fois la valeur k », c’est le C' de V.D.2). Réciproquement si w € (), oy Ci alors
pour tout L € N, les valeurs 0,1,...,L — 1 sont prisent un nombre fini de fois, il existe donc un rang N

a partir duquel aucune de ces valeurs n’est prise, ie pour tout n > N on a Y, (w) > L, ce qui montre
lim Y, (w) = +oo et donc I'autre inclusion, on a donc montré¢ E = ﬂ Ch.

n—-+oo kEN

D’aprés la question V.D.2, tous les événements C}, pour k > 1, sont de probabilité 1, tandis que 'événement

Co correspond en fait a « Y, ne prend jamais la valeurs 0 » (car si Y,, vaut 0 alors tous les suivants aussi),

ainsi P(Cp) =1 — o

On a ainsi : =P (ﬂ C’k> = MC*O)PCT) ( ﬂ C'k> Comme pour tout k& > 1, IPC*O(CT?) = 1, la question

keN keN*

V.E appliqué a ces événements et a la probabilité Pz donne P ( ﬂ C'k> =1.0nadonc g =1-aq,
kEN*
iea+pg=1.
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