Lycée Jean Bart pc* Mathématiques 2024—2025

DS 5 : vendredi 20 décembre

4h sans calculatrice

Le candidat encadrera ou soulignera les résultats, il numérotera aussi ses pages.

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, & la précision et a la concision de la rédaction. Si
un candidat est amené & repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené & prendre.

Exercice 1 (proche du cours et/ou des TDs).
1° Donner dans Mz (R) (en justifiant) une matrice non diagonalisable mais trigonalisable.
Donner une matrice de M2(R) qui n’est pas trigonalisable.

0 3 2
2° Diagonaliser la matrice A = | =2 5 2 | € M3(R). En déduire la valeur de A™ pour n € N. On donnera
2 =30
explicitement tous les coefficients de A™.
1 0 1
3° Soit f I’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est M = [ -1 2 1
1 -1 1

(a) Déterminer xs et en déduire le spectre de f.
(b) Déterminer les deux sous-espaces propres de f. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
On notera u un vecteur propre de valeur propre 1 et w un vecteur propre de valeur propre 2.
(c) Déterminer un vecteur v tel que f(v) = v+ u.
(d) Montrer que (u,v,w) est une base de R? et donner la matrice T’ de f dans cette base.
4° On consideére, pour n € N*, le polynéme P,, = % [(1+iX)™ — (1 —1X)™]. Montrer que P, est & coefficients réels et
déterminer son degré.
5° Déterminer les polynomes P € R[X] tels que (P')? = 4P.

Exercice 2 (exercice 2, E3A PC, Maths 1, 2019).
Soit n € N*, E = Ry, [X] muni de sa base canonique B = (1, X, X?,..., X?") et a un réel.
On considére "application ®, définie sur E par :

1
VPeE, ®,P)= (4 - X2> P' 4+ aXP.

1° Déterminer toutes les valeurs du réel a pour lesquelles ®, est un endomorphisme de FE.
Désormais a est choisi de sorte que ¢, est un endomorphisme de F.

2° Soit A € [—n,n].
Déterminer « et 5 dans N de sorte que le polynéme P = (X + %)a (X — %)B vérifie &,(P) = AP.

3° Déterminer alors les éléments propres de I’endomorphisme .
On donnera pour chaque sous-espace propre une famille de polyndémes constituant une base de ce sous-espace.

4° Déterminer une matrice B dont le spectre est [0, 2n] et dont les coefficients diagonaux sont tous égaux.

5° Expliquer comment construire & I’aide de ®, un endomorphisme ¥ de E admettant 0,1,4,8,...,4n? comme valeurs
propres.

Exercice 3 Endomorphisme cyclique (CCINP PC 2023 Ex 1).
Présentation générale

Dans cet exercice, nous allons étudier la notion d’endomorphisme cyclique dont la définition est donnée ci-dessous.
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie n € N*. On rappelle que pour tout entier p € N*|
on note :

=g, f'=f [fP=fof, fP=fo--of.
—_——

p fois

On dit que I'endomorphisme f est cyclique s'il existe un vecteur v € E tel que la famille (v, f(v),..., f"~!(v)) soit
une base de I'espace vectoriel F.

Cet exercice est composé de quatre parties indépendantes. Les trois premiéres sont consacrées a ’étude de différents
exemples. Dans la derniére partie, on détermine une condition nécessaire et suffisante pour qu’un endomorphisme
diagonalisable soit cyclique.

LJB Maths - DS5 1 / 3



Lycée Jean Bart pc* Mathématiques 2024—2025

Partie I - Etude d’un premier exemple

Dans cette partie, on considére ’endomorphisme f : R? — R? défini par :
V(z,y) € R? f(z,y) = (4o —2y,2 +y)

1° En considérant v = (1,0) € R?, montrer que f est un endomorphisme cyclique de R?.
2° Déterminer les valeurs propres de f et donner une base de chaque sous-espace propre de f.

3° Existe-t-il un vecteur w € R? non nul tel que la famille (w, f(w)) ne soit pas une base de R??

Partie II - Etude d’un deuxiéme exemple

Dans cette partie, on considére 'endomorphisme ¢ : R* — R3 dont la matrice dans la base canonique est :

0 -1 1
M={[-1 0 —1]eMsR)
1 -1 0

4° Montrer que ’on a la relation g% = g + 2 Idgs.
5° Montrer que la matrice M est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres.

6° L’endomorphisme g est-il cyclique?

Partie III - Etude d’un troisiéme exemple

Dans cette partie, on fixe un entier n € N\{0, 1} et on considére I'application A définie sur R, [X] par :
VP e R,[X], A(P)=P(X +1)— P(X)

Par exemple, on a A (X?) = (X +1)? - X? =2X + 1.

7° Montrer que A est un endomorphisme de R, [X].

8° Soit k € [0,n]. Calculer A (X"’) sous une forme développée.

9° En déduire que si P € R,,[X] est un polyndéme non constant, alors deg(A(P)) = deg(P) — 1.

10° Montrer que I'endomorphisme A est cyclique.

Partie IV - Cas d’un endomorphisme diagonalisable

Dans cette partie, on considére un endomorphisme diagonalisable h d’un C-espace vectoriel E de dimension finie
n € N*. On souhaite déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les valeurs propres de h pour que cet
endomorphisme soit cyclique.

Comme ’endomorphisme h est diagonalisable, il existe une base B = (v1,...,v,) de I'espace vectoriel E composée
de vecteurs propres de h. Pour tout k € [1,n], on note A\, € C la valeur propre associée au vecteur propre vy.

Soit v € E. Comme B est une base de F, il existe (aq,...,a,) € C™ tel que :

V=101 F Uy
11° Montrer que pour tout p € N* on a :
hP(v) = a1 AJvy + -« + ap A,

12° Montrer que le déterminant de la famille 7 = (v, h(v),...,h""*(v)) dans la base B est égal & :

dgt(f) = Q1 Qp H ()\j — >\z)

1<i<j<n

13° Conclure que h est cyclique si et seulement si il admet n valeurs propres distinctes.

Exercice 4 (exercice 2, E3A pC, Maths 1, 2017).
On rappelle que M, ,(R) ou (p,q € N* x N* désigne le R-espace vectoriel des matrices & p lignes et ¢ colonnes. On
note Mp(R) au lieu de M,, ,(R) et 'on identifiera R et M;(R).

1 -1

. _]. _]. T

1° Soient Uy = 1 et Vo = 1 et Ag =UoV,' .
1 -1
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(a)
(b)
(c)

(a)

Calculer Ag. Quel est le rang de Ay ?
Justifier que 0 est valeur propre de Aj puis déterminer une base du sous-espace propre associé.
(i) Calculer AgUp.
(ii) Montrer que Ay est diagonalisable dans M4 (R).
(iii) Déterminer une matrice diagonale D de My(R) et une matrice inversible P de M4(R) telles que Ay =

PDP~ .
2° Soit n > 2 et A € M,,(R) une matrice de rang 1.
cl
On désigne par C = | : | la matrice colonne égale & la premiére colonne non nulle de la matrice A.
Cn
Démontrer qu’il existe une matrice ligne non nulle L = (11 e ln) € M1, (R) telle que A= CL.

(f)

Vérifier que LC = tr(A) puis montrer que A% = tr(A)A ou tr(A) désigne la trace de A.
Soit A une valeur propre de la matrice A et X un vecteur propre associé.
Montrer que (A? — tr(A)A) X = 0 et en déduire que le spectre de A est inclus dans {0, tr(A)}.

Le réel 0 est-il valeur propre de A? Quelle est la dimension de 1’espace propre associé?
Vérifier que tr(A) est valeur propre de A.
Montrer que : A est diagonalisable <= tr(A) # 0.

3° Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2, et f € L(E) tel que rg(f) =1let fo f # 0 ot 0 désigne
I’endomorphisme nul.
On désigne par v un vecteur de E tel que Im(f) = Vect(u).

(a)
(b)
(c)

Montrer que f(u) # 0.
En déduire que ’endomorphisme f posséde une valeur propre réelle non nulle.
Montrer alors que f est un endomorphisme diagonalisable dans R.

Exercice 5 (sur les matrices compagnon : d’aprés CCP MP 2001 Maths 2).

Dans cet exercice K désigne R ou C, n un entier naturel, et x4 le polynome caractéristique de la matrice A € M, (K).
On considére le polynéme P = X" + a,_1 X" ' 4+ ...+ a1 X + ag de K, [X] et Cp sa matrice compagnon associée,
c’est-a dire la matrice de M,,(K) définie par :

0 0 0 —ap
1 0 . 0 —aq
Cp = 0 1 0 0 —as
0 . 01 0 —ay_o
0 . . 0 1 —Qp_1
(ie la matrice Cp = (¢; ;) est définie par ¢; j =1 pour i —j =1, ¢;,, = —a;—1 et ¢; ; = 0 dans les autres cas).

1° Montrer que Cp est inversible si et seulement si P(0)70.

20 Calculer le polynome caractéristique de la matrice Cp et déterminer une constante k telle que xc, = kP.

3° Soit @ un polynome de K,,[X], déterminer une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une matrice A de
M, (K) telle que x4 = Q.

4° On note C}} la transposée de la matrice Cp.

Justifier la proposition : Sp(Cp) = Sp(C}).
Soit A élément de Sp(C} ), déterminer (ie. écrire avec un Vect) le sous-espace propre de C}, associé a .
Montrer que C} est diagonalisable si et seulement si P est scindé sur K et a toutes ses racines simples.

On suppose que P admet n racines A1, Ag, ..., A, deux & deux distinctes, montrer que C}, est diagonalisable
1 1 .o 1
A1 D R VS
et en déduire que le déterminant de VANDERMONDE det | A% A3 . . A2 | est non nul
- RS -
AT Ay D Vi

(rajout) Question de cours : Donner (sans démonstration) I’expression factorisée du déterminant de VANDER-
MONDE.
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