Lycée Jean Bart pc* Mathématiques 2024—2025

DS 5* : vendredi 20 décembre

4h sans calculatrice

Le candidat encadrera ou soulignera les résultats, il numérotera aussi ses pages.

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction. Si
un candidat est amené & repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené & prendre.

Exercice 1 (proche du cours et/ow des TDs).
1° Donner dans Ms(R) (en justifiant) une matrice non diagonalisable mais trigonalisable.
Donner une matrice de M3 (R) qui n’est pas trigonalisable.

0 3 2
2° Diagonaliser la matrice A = | =2 5 2 | € M3(R). En déduire la valeur de A™ pour n € N. On donnera
2 =30
explicitement tous les coefficients de A™.
1 0 1
3° Soit f I’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est M = [ -1 2 1
1 -1 1

(a) Déterminer x¢ et en déduire le spectre de f.

(b) Déterminer les deux sous-espaces propres de f. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
On notera u un vecteur propre de valeur propre 1 et w un vecteur propre de valeur propre 2.

(c) Déterminer un vecteur v tel que f(v) =v + u.
(d) Montrer que (u,v,w) est une base de R?® et donner la matrice T' de f dans cette base.

4° On considére, pour n € N*| le polynoéme P, = % [(14iX)™ — (1 —iX)™]. Montrer que P, est & coefficients réels et
déterminer son degré.

5° Déterminer les polynomes P € R[X] tels que (P')? = 4P.

Exercice 2 Autour des matrices de Toeplitz (CENTRALE PS1 2018 Maths 1, sans III.B et 111.C).

Dans tout le probléme, K désigne le corps R ou C, n un entier naturel supérieur ou égal a 2, U,, I’ensemble des racines
n-iémes de l'unité. Si a et b sont deux entiers relatifs tels que a < b, [a, b] désigne 'ensemble {a,a +1,...,b—1,b}.
K[X] désigne ’ensemble des polynomes a coefficients dans K. L’ensemble des matrices carrées de taille n & coefficients
dans K est noté M,,(K).

Si (t_n+1, RV T 7tn—1) S K2n_1, on note T(t_n+1, vy tos ey tn—2, tn—l) la matrice
tO tl t2 e e tn—l
ty  to :
t_ t_
T(t—n+1)"'at07"'atn—27tn—1) = 2 !
1 l2
: t_q to t
topg1 co- e teg t_q 1o

Une telle matrice est appelée matrice de Toeplitz d’ordre n. On nomme Toep,,(K) I’ensemble des matrices de
Toeplitz d’ordre n & coefficients dans K :

Toepn(]K) = {M € MH(K) | H(t*nJrh s 7t0> s 7tn*1) € K2n_17 M = T(tfnJrla s 7t07 .o 7tn727tn71)}

Une matrice N de M,,(K) est dite nilpotente s’il existe p € N* tel que NP = 0. On admettra qu’une telle matrice
vérifie N™ = 0.

Pour toute matrice M de M,,(K), on note xps son polynome caractéristique défini par xp(X) = det(X I, — M).

SiP=ap+a X+ -+ ap,X? (p € N) est un polynéme de K[X], P(M) désigne la matrice

P(M)=aolp,+a1M+---+apMP

Le but de ce probléme est I’é¢tude de certaines propriétés des matrices de Toeplitz. La partie I traite de généralités
sur les matrices de Toeplitz et de quelques exemples. La partie II, indépendante de la partie I, étudie un type particulier
de matrices de Toeplitz — les matrices circulantes — en s’intéressant a leur structure et a leur diagonalisabilité. Enfin,
la partie III, indépendante des précédentes, aborde I’étude des matrices cycliques et les relie aux matrices de Toeplitz.
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I — Généralités et quelques exemples
I.A — Généralités
1° Montrer que Toep,,(C) est un sous-espace vectoriel de M,,(C). En donner une base et en préciser la dimension.

2° Montrer que si deux matrices A et B commutent (AB = BA) et si P et @ sont deux polynomes de C[X], alors
P(A) et Q(B) commutent.

I.B — Cas de la dimension 2
Soit A = (i 2) une matrice de Toeplitz de taille 2 x 2, ou (a, b, ¢) sont des complexes.

3° Donner le polynome caractéristique de A.
4° Discuter, en fonction des valeurs de (a, b, ¢), de la diagonalisabilité de A.

Réduction d’une matrice sous forme de Toeplitz

5° Soit M = (Ccl Z) une matrice de Ms(C). Montrer que M est semblable & une matrice de type (g g) ou de

type ou de type (CS Zé) ou «, (3 et «y sont des complexes avec a # 3.

6° En déduire que toute matrice de M5 (C) est semblable & une matrice de Toeplitz.

I.C — Un autre cas particulier : les matrices tridiagonales

Une matrice tridiagonale est une matrice de Toeplitz de la forme T(0,...,0,¢_1,t0,¢1,0,...,0), i.e. une matrice de
la forme
a b (0)
Ap(a,b,c) = ©ca
b
(0) ¢ a

ou (a,b,c) sont des complexes.
On fixe (a,b,c) trois nombres complexes tels que be # 0. On se propose de chercher les éléments propres de
Ay (a,b,c).
Z1

Soit A € C une valeur propre de A, (a,b,c) et X = | : | € C" un vecteur propre associé.
Tp

7° Montrer que si I'on pose zg = 0 et 11 = 0, alors (x1,...,x,) sont les termes de rang variant de 1 a n d’une suite
(zk)ken vérifiant xg = 0, 2,41 = 0 et

Vk €N, brgio+ (a—Nagp1 +cxp =0
8° Rappeler I’expression du terme général de la suite (zx)ren en fonction des solutions de I’équation
be? + (a— Nz +c=0 (I.1)

9° A D’aide des conditions imposées & xg et x,11, montrer que (I.1) admet deux solutions distinctes 71 et ro.
10° Montrer que r; et ro sont non nuls et que r1/ro appartient a U,1.

11° En utilisant ’équation (I.1) satisfaite par r1 et ro, déterminer riry et r1 4+ ro. En déduire qu’il existe un entier
¢ € [1,n] et un nombre complexe p vérifiant p? = be tels que

i
A= 2 —
a + 2pcos (n+1)

12° En déduire qu’il existe a € C tel que, pour tout k dans [0,n + 1], x, = 21045—: sin (%)

13° Conclure que A,(a,b,c) est diagonalisable et donner ses valeurs propres.
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IT — Matrices circulantes
Une matrice circulante est une matrice de Toeplitz T'(t—n11, ..., %0y, tn—2,tn—1), pour laquelle
Vke[l,n—1], tp=t_nik
Elle est donc de la forme
to t1 oo tp—o tp—1

tn—1 to tn—2
T(t17t27"'7t07t17"'7tn727tn71) - tn—Q

t
t1 SR P S P | to
01 0 0
0 0
On pose M, = | : o] et wy = eFm
0 o1
10 -+ -+ 0
14° Calculer M2,... M. Montrer que M, est inversible et donner un polynéme annulateur de M,,.

15° Justifier que M, est diagonalisable. Préciser ses valeurs propres (exprimées a I’aide de w,,) et donner une base de
vecteurs propres de M,,.

16° On pose @, = (W M™Y. € M, (C). Justifier que ®,, est inversible et donner sans calcul la valeur de la
matrice ®, 1M, ®,,.

17° Soit A une matrice circulante. Donner un polynéme P € C[X] tel que A = P(M,,).

18° Réciproquement, si P € C[X], montrer, a ’aide d’une division euclidienne de P par un polynéme bien choisi, que
P(M,,) est une matrice circulante.

19° Montrer que ’ensemble des matrices circulantes est un sous-espace vectoriel de Toep,, (C), stable par produit et
par transposition.

20° Montrer que toute matrice circulante est diagonalisable. Préciser ses valeurs propres et une base de vecteurs propres.

III — Etude des matrices cycliques
III.A — Endomorphismes et matrices cycliques

Pour toute matrice M de M, (C), on note fj; 'endomorphisme de C™ canoniquement associé a M.

21° Montrer que si M est dans M,,(C), alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe zo dans C" tel que (zg, far(20), ..., f17 '(20)) est une base de C";
(ii) M est semblable a la matrice C(ag, ..., an—1) définie par
0 0 -~ 0 ao
1 . al

C’(ao,...,an_l): 0

ou (ag,...,an—1) sont des nombres complexes.
On dit alors que fp; est un endomorphisme cyclique, que M est une matrice cyclique et que xg est un vecteur
cyclique de fj.

ITI.A.1) Soit M dans M,,(C). On suppose que fy; est diagonalisable. On note (A1, ..., A,) ses valeurs propres (non

nécessairement distinctes) et (e1,...,e,) une base de vecteurs associée a ces valeurs propres. Soit u = E Uu;e; un
i=1
vecteur de C" ou (uq,...,uy,) sont n nombres complexes.
22° Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur (uq,...,un, A1,..., An) Pour que (u, far(u),..., ;’/fl(u))

soit une base de C".

23° En déduire une condition nécessaire et suffisante pour qu'un endomorphisme diagonalisable soit cyclique. Caracté-
riser alors ses vecteurs cycliques.
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ITI.A.2) Soit (ag,...,an,—1) € C™. On s’intéresse aux éléments propres de la matrice C'(ag, ..., an—1).

24° Soit A un nombre complexe. En discutant dans C™ du systéme C(ag,...,a,—1)X = AX, montrer que A\ est une
valeur propre de C(ag,...,a,—1) si et seulement si A est racine d’un polynéme de C[X] & préciser.

25° Si A est racine de ce polynome, déterminer le sous-espace propre de C(ao, .. .,a,—1) associé a la valeur propre A et
préciser sa dimension.

26° En déduire une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice cyclique soit diagonalisable.

ITI.A.3) Commutant d’un endomorphisme cyclique
Soient M une matrice cyclique et zy un vecteur cyclique de fj;. On cherche & montrer que I’ensemble

Cfm) ={9 € L(IC") [ fmog=go fu}

est I’ensemble des polynomes en fj,.
27° Soit P € C[X]. Montrer que P(fr) € C(fm)-

28° Soit g € C(far). Montrer qu’il existe («g,...,a,—1) € C" tels que g = aplden + a1 far + -+ + an,lf}\l[l.
Indication : On pourra utiliser la base (zo, far(xo), ..., f}([l(xo)) et exprimer g(zo) dans cette base.

29° Conclure.

1 0
IIL.A.4) Soit N = |

0o - 0 1 0
30° Donner les valeurs propres de N et les sous-espaces propres associés. Est-elle diagonalisable ?
31° La matrice IV est-elle cyclique ?

32° Montrer que ’ensemble des matrices qui commutent avec N est ’ensemble des matrices de Toeplitz triangulaires
inférieures.
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