Lycée Jean Bart pc* Mathématiques 2024—2025

DS 5* : vendredi 20 décembre

Correction

Exercice 1 (proche du cours et/ow des TDs).

1° Dans M3(R), N = 0 0

bon étant donné qu’elle est triangulaire supérieure ...), elle n’est pas diagonalisable, en effet si elle I’était, il
existerait P € GLy(R) tel que N = PDP~! avec D = 0, ainsi on aurait N = 0, ce qui n’est pas le cas.

Correction :
0 1 . . . e e . .
> a comme polynoéme caractéristique X2 qui est scindé (ainsi N est trigonalisable,

Dans Ms(R), M = _01 (1)> a comme polyndme caractéristique X2 4+ 1 qui n’est pas scindé, ainsi M n’est
pas trigonalisable.
1 3 1 2 -3 =2 1 0 0
2° On trouve A = PDP~! avec P = 1 20 |,Pt= -1 2 1 eteD=|0 2 0
-1 0 1 2 =3 -1 0 0 2
ontl _3.2n 492 3.2n -3 2nfl_2
Comme A" = PD"P~! on trouve que : A" = —ontl 1 9 nt2 3 ontl_ 9
ontl 9 —-3-2"+3 —2"42

3° (a) Ona: xp(X)=...
(b) On note u = (1,1
dim(Ey (f)) = 12

(¢) On résout f(z,y,2) — (z,y,2z) = (1,1,0) et on trouve que v = (0,0,1) convient.

(X —1)%(X —2). Ainsi Sp(f) = {1,2}
) et w = (1,0,1) et on trouve F;(f) = Vect(u) et Eo(f) = Vect(w). Comme
m1, f n’est pas diagonalisable.

o |

)

1 0 1
(d) Onpose P= |1 0 0|, comme det(P) = —1, la famille (u,v,w) est une base de R, comme f(u) = u,
011
1 10
fwy=u+vet f(lw)=2w,onadoncT=|(0 1 0
0 0 2

4° Soit n € N*. On applique la formule du binéme :

n

g (B (- S (o) =5 con (e

k=0 k=0

Or1—(-1)k= , ainsi il ne reste que les valeurs impaires de k& dans la somme, or si k est

0 sik pair

2 si k impair
impair alors i* est un imaginaire pur, avec le % devant on remarque que tous les coefficients sont réels. Ainsi
P, € R[X].
On a deg(P,) < n, le coefficient devant X" est 17(2:1)n i, qui est non nul si n est impair, dans ce cas

n—1
deg(P,) = n, si n est pair le coefficient devant X™ vaut 0 et le coefficient devant X"~ ! vaut %ni” qui

est non nul, ainsi deg(P,) = n — 1 dans ce cas.

Ainsi deg(P,) = {1 sirpair

n si n impair

5° Tout d’abord, si P = c alors :(P')?2 = 4P <= P =0, ainsi le polynome nul est I'unique solution constante.
Si P est un polynéme non constant solution de (P’)? = 4P, alors en notant n = deg(P), on a deg(P') =n —1
ainsi 2n — 2 = n ie n = 2. Ainsi les solutions non constante sont nécessairement de degré 2. Considérons
maintenant P = aX? + bX + ¢ un polynéme de degré 2 (ainsi a # 0). On a : (P')? = 4P <= (2aX +b)? =

40> = 4a a =1
4aX?%+4bX +4c < < 4ab =4b <= <0 =0 (car a #= 0), ainsi P est solution si et seulement
b? = 4c b? = 4c

sia=1letc= %. En en déduit donc que les solutions sont les P = X2 + bX + % ot b € R ainsi que P = 0.

LJB Maths - DS5e 1 / 6



Lycée Jean Bart pc* Mathématiques 2024—2025

Exercice 2 Autour des matrices de Toeplitz (CENTRALE PSI 2018 Maths 1, sans III.B et II1.C).

I — Généralités et quelques exemples

I.A — Généralités

Correction :

1° Notons, pour k € [—(n —1),n — 1], Dy la matrice de M,,(C) qui a en position (i,7) la valeur §,_; 5 =

. . n—1
1 —i=k
ST St . On a directement que T(t_p41,.--,t0,-«-stn—2,tn_1) = z ti Dy, ce qui montre que
0 sinon b= (m1)
Toep,,(C) = Vect(D_(p—1),...,Dn_1), ainsi Toep,,(C) est un sous-espace vectoriel de M, (C). De plus si
n—1
(A—(n=1)s++-rAn-1) € C?~1 est tel que Z A Dy = 0,la premiére ligne de I’égalité donne \yg = A\ =
k=—(n—1)
... = A1 = 0, tandis que la premiére colonne donne \g = A_; = ... = A_(,_1) = 0, ainsi la famille

(D_(n—1),---,Dn_1) est libre, donc une base de Toep,,(C), ce qui montre que dim(Toep,,(C)) = 2n — 1.

2° On suppose AB = BA, ainsi A2B = AAB = ABA = BAA = BA? et par récurrence directe sur k € N, on a
A*B = BAF, ce qui montre que P(A) et B commutent, on applique le méme résultat & B et P(A) pour avoir
directement que Q(B) et P(A) commutent.

I.B — Cas de la dimension 2

Correction :
X —a —-b
—c X —a

4° Si be # 0, alors il existe § # 0 tel que be = 62, ainsi xa(X) = (X —a —§)(X —a + ), comme § # 0, x4 est
scindé simple et donc A est diagonalisable.
Si bc = 0, alors x4 = (X — a)?, ainsi A ne posséde qu’une unique valeur propre a, si elle est diagonalisable
alors il existe P € GLy(C) tel que A = Palo P~ = aly, ce qui n’est le cas que si b = ¢ = 0 (dans les autres cas
A n’est pas diagonalisable).
On a donc montré que A est diagonalisable si et seulement si b et ¢ sont tous les deux non nuls ou s’ils sont
tous les deux nuls.

3° On aXA(X) = ’

= (X —a)? —be.

5° Comme on est dans C et que x¢ est de degré deux, il posséde deux racines « et 3.

— Si a # B, alors M est diagonalisable donc est semblable & <g 2)
— Si o= g, alors M est au moins trigonalisable (car xs est scindé) , donc semblable & (g Z)

Y

6° Comme est une matrice de Toeplitz, dans le deuxiéme cas de la question précédente on a bien que M

a
0
est semblable & une matrice de Toeplitz. Montrons le dans le premier cas.

2
Pour cela on note que x7(X) = (X —a)(X—8) = X2 —(a+p) X +af = (X—QTWF—%—%O[& On introduit

2
a+p (aJZﬁ) —afp

la matrice de Toeplitz N = i atp , comme Yy (X) = (X—QT%)Q—%ﬂ—aB =(X—a)(X-p)
2

on a (puisque xn est scindé simple) que N est semblable & ( > donc semblable & M (par transitivité de

a 0
0 p
la relation d’étre semblable).

Ce qui montre bien toute matrice de M3 (C) est semblable & une matrice de Toeplitz.

I.C — Un autre cas particulier : les matrices tridiagonales

Correction :
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7° Comme A,(a,b,c)X = AX, on a: axy + bxs = Azy, pour k € [2,n — 1], cxp—1 + axp + brry1 = Azy et
CTp—1+aTy, = ATy, ainsi, avec g = x,4+1 = 0, on a bien, pour tout k € [1,n], que bzyi2+(a—N)z)y1+cxy = 0.

8 Comme b # 0 (puisque bc # 0), on est en présence d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2, si I’équation
I.1 posséde deux racines distinctes r; # ro alors il existe K; et Ky dans C tels que, pour tout & € N,
x, = Kir} + Kork, tandis que si 1.1 posséde une racine double rq, alors il existe K; et Ko dans C tels que,
pour tout k € N, z,, = (K7 + ng)r’g.

9° Si I’équation 1.1 avait une racine double alors 0 = xg = Kj et 0 = 2,41 = (K1 + Ka(n + 1))r ntl Klrgﬂ.
Comme 0 n’est pas solution de 1.1 (puisque ¢ # 0 car be # 0) on a donc ¢ # 0, ainsi Ko = 0, ce qui implique
que x1 = ...=x, = 0 et donc X =0, ce qui est absurde puisque X est un vecteur propre. Ce qui montre que
1.1 posséde deux racines distinctes.

10° Comme utilisé précédemment, 0 n’est pas solution de I.1, ainsi r; # 0 et ro # 0. Comme zy = 0, on a
K; 4+ K3 =0 et comme x,41 = 0, on a que Klr"+ + Ky r”+ = 0, ce qui implique (puisque K; = —K3 # 0,
comme 4 la question précédente puisque X # 0) que ™! = r2Tt e (r /7o)t =1 (car ry # 0) et ainsi r1 /7y
appartient & U, 4.

11° On a bz? + (a — Nz + ¢ = b(z — r1)(z — r2) = bx? — b(ry + 12)z + brirs, ainsi r +ry = 272 = £.

Ce qui montre que A = a + b(r1 + r2). Comme 71 /ry est une racine (n + 1)-iéme de 1'unité, il existe un entier

2ilw

¢ € [0,n] tel que /1y = en+1, comme 1y # 7"2, onal+#0.
Ona:\=a+ brg(en+1 + 1) = a + broeniT (en+1) 4wt ) = a+ 20y cos(neJr )
p= brge:frl, on a p? = b2r§en+1 = b2rory = bzg = be. On a bien montré I'existence d’un p tel que p? = be et

d'un k € [1,n] tels que A :a+2pcos( u )

en+1, posons maintenant

n+1
. . 2ilkm Lk 2ilkm —2ilkm
12° Posons o = Kj, ainsi, pour k € [0,n], 2 = a(rf — 7"5) = ark(e™1 —1) = ow”’“ew1 (em+1 —e™m¥1 ) =
sk (kT ) I Lk
2irje »+1 sin (577 ). Il ne reste plus qu’a utiliser £ = rgen+1 pour avoir zj = 2% bk sin { 237 )-
. N . 2 . Y48
13° Faisons la synthése. Soit p € C tel que p* = be, soit £ € [1,n], notons Ay = a + 2pcos (n+1) et posons, pour
T
ke l,n], zx = 21p,c sin (Z’”) posons enfin X, = | : |, notre vecteur X, est non nul, reste & montrer que
Ty

An(a, b, C)Xg = )\ng.
Pour cela il suffit de montrer qu’on a bxyia + (@ — £)z41 + cxy, = 0 pour tout k € [1,n] (et ou on a rajouté
o = Tnp+1 = 0.

L

ke —tkx N ) T

On remarque, pour k € [1,n], que Pon a z; = ZT (en+1 —emtT ) = rf —r} ot on a posé r; = 225

—L47

v+ 1 4 . . .
et vy = ”eZ . Il ne reste plus qu’a montré que 7, et 7o sont les solutions (elles sont bien dis-
. 2 2pcos _ . .
tinctes) de bx? + (a — M)z + ¢ = 0, or riry = b= fetr +rm = ZS nfr) = “b“, ainsi

b(x —11)(x — o) = bx — b(ry +72) + brire = bx? + (a — M)z + c.

Ainsi X, est vecteur propre de A, (a,b,c) de valeur propre A or les A\, sont deux a deux distincts (par
stricte décroissance du cosinus sur [0, 7]), ainsi A, (a,b,c) posséde n valeurs propres distinctes, elle est donc
diagonalisable.

IT — Matrices circulantes

Correction :
0 0 1 0 0
14° On a M2 = : R R Jje les "diagonales ont été remontées", et ainsi de suite jusque
0 ’ ' 1
1 0
0 1 0 0
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15°

16°

17°

18°

19

20°

0 0 1
1 0

Mt = 0 et enfin M7 = I,,. Ainsi M,, est inversible (d’inverse M?~!) et
0 v v 0 10

P = X" —1 est un polyndéme annulateur de M,,.

Comme P = X™—1 est scindé & racine simple (les racines n-iéme de I'unité) , la matrice M,, est diagonalisable.

X -1 0 -+ 0
0 X
Or xa, (X) = | ¢ . .. o| = X" —1 (développement suivant la premiere colonne). Ainsi
0 R
-1 0 - - X
Sp(Mn) = {1,0.)”,(,&)%, s 7w271}'
1
wy
2k
Pour k € [0,n—1], posons X = “n , ainsi X}, # 0 et on remarque que M,, X = w® X}. Ce qui montrer
wgnfl)k

que E,. = Vect(Xy).

Comme les colonnes de la matrice ®,, ne sont rien d’autre que les X, ®,, est la matrice de passage de la base

canonique de C" vers la base de diagonalisation (X, ..., X,_1), ainsi @M, ®,, = diag(1,wn,w?,...,w"1).

Soit A = T(t1,t2,...,to,t1,- - tn_2,tn_1) une matrice circulante, on a A = tol,, +ty My, +toa M2 +. . . t, M1
ainsi en posant P =tq+t X +...+t, 1 X" 1 ona A= P(M,).

Par théoréme de division euclidienne, il existe @ € C[X] et R € C,,—1[X] tel que P = (X" — 1)Q + R.
Ainsi P(M,,) = (M — I,,)Q(M,) + R(M,,) = R(M,,) puisque X" — 1 est annulateur de M,,, en notant, pour
k € [0,n — K], t) le coefficient devant X* dans R, on a que P(M,,) = tol, +t1 M, +toa M2 + .. . t, M1 =
T(t1,ta, ..., toyt1, .. tn—2,tn—1), ainsi P(M,,) est circulante.

La matrice nulle est circulante, si A et B sont circulantes et A € C, alors il existe deux polynomes P4 et Pp
tels que A = Py(M,,) et B = Pg(M,), ainsi A+ AB = (Pa + A\Pg)(M,), ainsi A + AB est circulante. Ainsi
Pensemble des matrices circulantes est un sev Toep,,(C).

Si A et B sont circulantes, alors il existe deux polynomes Py et Pp tels que A = Py(M,) et B = Pg(M,),
ainsi AB = P4(M,,)Pp(M,) = (P4Pgp)(M,) et donc AB est circulante, d’ou la stabilité par produit.

Enfin si A est circulante, alors AT D'est aussi (pour k € [1,n — 1], on pose t;, = t,_x et ainsi si A =
T(t1,ta, ... tosts, . ostn_o,tn_1) alors AT =T(#),th, ... tht), .., th_oth 1))

Soit A un matrice circulante et P = ZZ;OI te X' € C,_1[X] tel que A = P(M,,). Comme, pour tout k € [0,n—1],
on a M,X, = w,X}, par récurrence directe, pour tout £ € N, M!X;, = w’*X;, on en déduit donc que
P(M,)X = P(wk)Xy. Ainsi (X, X1,...,X,,_1) est une base de diagonalisation de la matrice circulante
A= P(Mn) et Sp(A) = {P(1)7P(Wn)a .- 'aP(wn_l))

n

ITI — Etude des matrices cycliques

III.A — Endomorphismes et matrices cycliques

21°

Correction :

On suppose qu’il existe zop € C™ tel que (zo, ..., ff[l(xo)) est une base de C,,,alors on décompose f};(zo) € C*
dans cette base en fy(vo) = aowo + a1 far(wo) + ... + an_1f3; *(20), et puisque pour k € [0,n — 2] on a
fM(f}f/[(xo)) = ]]\“/[“(xo), la matrice représentant fy; dans cette base n’est rien d’autre que C(ao,...,an—1),
ainsi M et C(ag,...,a,—1) sont semblables.

Réciproquement on suppose qu’il existe (ag,...,an,—1) tel que M et C(ao,...,a,—1) sont semblables, ainsi il
existe une base xg,z1,...,2,—1) de C" tel que la matrice de fj; dans cette base soit C(ag,...,a,—1), ainsi

fa(xo) = x1, f3(z0) = fu(z1) = 22 et ainsi de suite jusque f{\‘/f_l(xo) = T,_1, ce qui montre bien que
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(20, -+, f17 *(20)) est une base de C,,.
Ainsi (i) et (ii) sont bien équivalents.
22° Comme u = wuie; + ... + upey, ainsi fiy(u) = Auie;r + ... + Aupe,, ainsi, par récurrence di-
n
recte sur k € [l,n], on a que f}\y(u) = Z)\kukek, ainsi la matrice représentant la famille
i=1
Ul )\1’&1 /\%ul tee )\711_1U1
(u, far(u), ..., frir (W) est F = | : , ainsi (multilinéarité du déterminant) :
Uy, Apln )\?Lun )\Z_lun
IR VD Y ERERRID Vi
det(F) = up...up |: : , on reconnait un déterminant de Vandermonde, ainsi det(F) =
1A, A2 oot
U ... Uy H Aj — A Ce déterminant est non nul si et seulement si tous les u; sont non nuls et les \; deux

1<i<j<n
A deux distincts, cette non nullité caractérise que la famille est une base de C™
23° Un endormophisme diagonalise est cyclique si et seulement si ses valeurs propres sont deux & deux distinctes.

En effet si les \; ne sont pas deux a deux distincts, la famille (u, fas(u), ..., fr; ' (u)) n’est jamais une base

d’apreés la question précédente, si les \; sont deux & deux distincts, en prenant v = uye; + ...+ uye, avec tous
les u; non nuls (par exemple en prenant u; = ... = u, = 1) alors u est un vecteur cyclique de fy,.

Z1
24° Notons X = : |. Le systeme C(ag,...,an—1)X = XX n'est rien d’autre que le systéme
Ln
agxy, = A\Xo
T + a1, = A1
. On ne prend pas de risque et on procéde par double implication. On
Tpn—2 + Qn_2Tp_1 = ATp_1
Tp—1+ an-1Ty = )\xn
remarque tout d’abord que si x, = 0 alors la derniére équation donne x,,_; = 0, I’avant derniére z,,_o = 0
jusqu’a la deuxiéme qui donne z; = 0, ainsi si z,, = 0 alors X n’est pas vecteur propre.
On suppose que A est valeur propre et que X est un vecteur propre associé, on a ainsi x,, # 0 et la derniére
équation donne x,,_1 = (A — a,_1)x,, avant derniére donne x,,_5 = (A2 — a,_1\ — a,_2)r, et ainsi de suite

jusque la deuxiéme x1 = (\"~! — @, _2A""2 — ... — a1)x,, et enfin avec la premiére (en divisant par z,, # 0) :
A" —a, A"t — ... —ag =0, ainsi \ est racine de P(X) = X" —a, 1 X" —... —aq.

Réciproquement on suppose A racine de P, on pose x, = 1, puis z,_1 = A&y — @p—1Typ = A\ — Gp_1, PUIS
T2 = Ap_1 — Qn-9%n = A2 — Gp_1\ — Gp_2, €tc. jusque £1 = Ao — a1Tp, = A" ' —ap_1 A" 2 — ... —aq, par
construction X vérifie toutes les lignes du systéme & partir de la seconde, or Ax1 = A" —a, 1 A" ' — ... — a1\
et donc (avec P(A) =0) : Az; = ap = apx,. Ce qui montre bien que X est vecteur propre de valeur propre .
Ainsi ) est valeur propre si et seulement si \ est racine de P(X) = X" —a,, 1 X" ! —... —ao.

25° Dans la question précédente, on a montré que la valeur de z,, déterminait complétement les autres coordonnées

An—l— an_l)\"’Q — ... — a1
de X, ainsi les sous espaces propres sont de dimension 1, et on a montré que
A— Ap—1
1
en était un vecteur directeur.
26° Comme tous les sous-espaces propres sont de dimension 1, C(aq,...,a,—1) est diagonalisable si et seulement

s’il y a n valeurs propres distinctes.
27° D’apres la question 2, comme f); commute avec lui-méme, on a que P(fys) et fy; commutent et donc P(fyr) €

C(fm)-

28° Soit g € C(far), soit zo un vecteur cyclique de far, on décompose g(zo) dans la base (zq, far(wo), - .., f15 (x0)) :
g(x0) = aoxot+aq far(zo)+. . .+an,1f}([1(x0). On veut montrer que g et h = aplden + a1 far+. ..+ an_1f3

sont égaux, pour cela il suffit de montrer qu’ils coincide sur la base (o, far(wo), - -, f17 *(x0))-
On a déja g(zg) = h(z). Pour k& € [1,n — 1], on a (g et fy; commutent) : g(fy;(z0)) = fr/(xo) =

n—1 n—1 n—1

fx (Z aifa(zo) | = Zaif]lf/[(f&(xo)) = Zaif}h(ff/[(xo)) = h(f¥;(x0)). Ainsi g est un polynome en
i=0 =0 i=0

S
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29° Ce qui montre bien que C(fys) est ensemble des polynomes en fjy.

30° Comme N est triangulaire, on lit ses valeurs propres sur sa diagonale, ainsi Sp(N) = {0}, comme N est
clairement de rang n — 1, son noyau (d’aprés le théoréme du rang) est de dimension 1, et on a clairement
0

Ey(N) = Vect : . Ainsi, puisque n > 2, on a que N n’est pas diagonalisable.

1
31° Comme N = C(0,...,0), N est cyclique.

32° La matrice N n’est rien d’autre que la matrice D_; de la question 3°, on notera que N? = D_, et ainsi de
suite jusque N" ! = D,,_; et N™ = 0. Ainsi les combinaisons linéaires des puissances de N sont exactement
les matrices de Toeplitz triangulaires inférieures. Or a montré en III.A.3) on a montré que le commutant d’une
matrice cyclique était exactement les polyndmes en cette matrice, ce qui donne bien le résultat escompteé.
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