Lycée Jean Bart pc* Mathématiques 2024—2025

DNS 8 : pour le mardi 4 février

Le candidat encadrera ou soulignera les résultats.
N.B. : le candidat attachera la plus grande importance & la clarté, & la précision et a la concision de la rédaction. Si
un candidat est amené & repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené & prendre.

Correction

Exercice 1 (CCP MP 2017, Maths 1, probléme : séries trigonométriques).
+oo

Remarque : On admettra (pour la question 16° ) que : Vz €] — 1,1, In(1 + z) = Z(—l)

n=1

n
n—1%_
n
Il est utile en physique, notamment pour étudier des spectres d’énergie ou pour décomposer un signal périodique
en harmoniques, de pouvoir écrire une fonction périodique en somme d’une série de fonctions trigonométriques.

Nous allons nous intéresser a ’aspect mathématique de cette décomposition pour les fonctions de période 27.

Dans ce qui suit, on appelle "série trigonométrique" une série de fonctions du type
Z(an cos(nx) + by, sin(nx)) ou (a,) et (b,) sont deux suites de réels.

Dans la premiére partie, on étudie quelques exemples. Dans la deuxiéme partie, on s’intéresse plus particuliérement
aux séries trigonométriques qui convergent normalement sur R.

On notera Co, I'espace vectoriel des fonctions continues et 2m-périodiques de R dans R. Pour f € Cy; et n € N|

on notera - -
an(f) = 1 f(z)cos(nx) de et B,(f) = 1 f(z)sin(nzx) dz

L - T

Partie 1 : exemples

1 1
1° Démontrer que la série trigonométrique Z ( cos(nzx) + 3 sin(nx)) converge normalement sur R. Pour tout en-

27l
eiw\" =1 1
tier p > 2, déterminer la somme de la série Z () puis en déduire la valeur de Z ( cos(nx) + — sin(mc))
n>0 n=0 2 3"

(il n’est pas utile de réduire au méme dénominateur).

2° Ecrire la fonction ¢ : x +— exp(cos(z)) cos(sin(z)) comme la somme d’une série trigonométrique. On pourra écrire
la fonction z — exp(e’) comme somme de série de fonctions.

3° Donner un exemple de suite (a,) de limite nulle telle que la série trigonométrique Z ap cos(nx) ne converge pas
simplement, sur R.

1
4° On admet que la série trigonométrique Z \T sin(nz) converge simplement sur R. Converge-t-elle normalement
n
n>1
sur R?
Correction :

1 1 1 1
1° On a: Vz € R, '271 cos(nx) + 3nsm(nm)‘ < on + 30 < oot
une série convergente. Ainsi la série de fonctions est donc normalement convergente sur R.

Le majorant ne dépend pas de x et Y 2% est

Tout d’abord on remarque que 87 = % < 1, ainsi E () est une série géométrique convergente.
o0 i n p
e 1 p . , . .
De plus on a : E — = — = —. En passant aux parties réelle et imaginaire, on a donc :
p 1 __ € p — el{L’
n=0 p
i cos(nx) p? — pcos(z) " i sin(nx) psin(x)
= e = .
—= P p? — 2pcos(x) + 1 — P p? — 2pcos(x) + 1
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+o00
1
Il ne reste plus qu’a combiner les résultats pour p = 2 et p = 3 : Z ( cos(nx) + 3nsim(m:)) =

2n
n=0
4 — 2 cos(x) 3sin(x)
5—4cos(x) 10—6cos(z)
2° Ona:Vz € R, exp(e™®) = Z < - Or, exp(e®) = exp(cos(x)) exp(isin(z)) et la partie réelle de cette quantiteé
n
n=0
) . _ x= cos(nz)
est : Vo € R, exp(cos(z)) cos(sin(z)) = Z —

n=0
3° Posons a, = n+1 et u,(z) = ap cos(nz). (a,) est de limite nulle mais u, (0) = 7#1 est le terme général d’une
série divergente. Y u, n’est donc pas simplement convergente sur R.

sin(

4° Posons f,, : T — \/ﬁm) Pour tout = € R, f,(z) < ﬁ avec égalité pour x = 5. Ainsi || fulloc = \F’ la série
> fn ne converge donc pas normalement sur R.

Partie 2 : propriétés
Une condition suffisante
5° Démontrer que si les séries Zan et an sont absolument convergentes, alors la série trigonométrique

Z(an cos(nx) + by, sin(nx)) converge normalement sur R.

Correction :

5° Pour tout € R, on a : |a, cos(nx) + by, sin(nx)| < |a,| + |by|- Le majorant ne dépend pas de z et est le terme
général d’une série convergente (par hypothése). La série de fonctions est donc normalement convergente sur
R.

Une condition nécessaire
6° Soient a,b € R quelconques. Démontrer que le maximum de la fonction z + |a cos(z) + bsin(z)| est Va2 + b2.

7° Démontrer que si la série trigonométrique Z(an cos(nx) + by, sin(nx)) converge normalement sur R, alors les suites

(an) et (by) convergent vers 0 et les séries Z a et Z b, sont absolument convergentes.

Correction :

6° Posons f : x — |acos(x) + bsin(z)|. Tout d’abord on remarque que si a = b = 0 alors f = 0 et donc
f admet un maximum en +va?+b?> = 0, supposons dorénavant que (a,b) # (0, ) Pour z € R on a
flz) = Va2 + b2 a++b2cos(x) + \/a%wsin(x)‘. Notons A = \/ﬁ et B = \/W’ comme A2 + B2 =
on en déduit qu’il existe ¢ € R tel que A = cos(p) et B = sin(p). On a donc, pour z € R, que
f(z) = Va? —+ b2 |cos(p) cos(z) + sin(p) sin(z)| = Va? +b2|cos(x — )] < Va?+b% Ainsi vVa? +b? est un
majorant de f, or il est atteint pour x = ¢, c’est donc le maximum de la fonction f.

7° Posons u,(x) = a, cos(nx)+b, sin(nx). On a d’apreés la question précédente |[u,||cc = /a2 + b2, ainsi (par hy-

pothése) >~ \/a2 + b2 converge. Or pour tout n on a |a,| < \/a,2 + b2 et |b,| < v/a2 + b2, d’ot la convergence

absolue de > a, et de > b,. Ce qui implique en particulier que (a,) et (b,) convergent vers 0.

Autres propriétés
8° On note f la somme d’une série trigonométrique Z(an cos(nx) + by, sin(nx)) qui converge normalement sur R.
Justifier que f € Co,.

9° Calculer /

—T

s

cos?(nx) dx pour n # 0 et donner la valeur de / sin(kx) cos(nx) dx pour k et n entiers.

s

10° On note f la somme d’une série trigonométrique Z(an cos(nx)+by, sin(nzx)) qui converge normalement sur R : pour
+oo
tout réel z, f(x) = Z(ak cos(kx) 4 by sin(kx)). Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, o, (f) = a, puis

k=0
™

exprimer ag(f) en fonction de ag. On pourra utiliser sans démonstration que pour k # n, / cos(kx) cos(nx) dor =

—T
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11°

12°

13°

14°

15°

16°

17°

18°

0.
On admettra, pour la suite du probléme, que pour tout entier naturel n non nul §,(f) = b, et So(f) = 0 (la
démonstration n’est pas demandée).

Soit f € Cyr. Pour tout réel x, on pose up(z) = QDT(f) Pour tout entier n > 1, on pose u,(x) = oy, (f) cos(nz) +

Bn(f) sin(nz). On suppose ici que la série trigonométrique Z(un (z)) converge normalement sur R vers une fonction
notée g :
Qo

Calf) | .
Vo € R, g(z) = + 3 (o (f) cos(kx) + Br.(f) sin(kx))
k=1

2

Quelles relations a-t-on dans ce cas entre «,,(g) et a,(f)? Bn(g) et Bn(f)?

Il est admis que si une fonction h € Csy, vérifie : pour tout entier naturel n, «,(h) = B,(h) = 0, alors h est la
fonction nulle. Démontrer que pour tout réel x, g(z) = f(z).

En résumé, lorsque la série trigonométrique Z(an( f)cos(nz) + B (f)sin(nz)) d’une fonction f € Cy, converge
normalement sur R alors pour tout réel x, on a

_aolf) |\ , .
flz) = 5 +§ (an(f)cos(nz) + B, (f)sin(nz))
n=1

Si f € Ca, est une fonction paire, que vaut 5, (f) ? Exprimer, sans démonstration, o, (f) en fonction de I'intégrale
s
/ f(z) cos(nx) du.
0

Exemple. Soit f € Cy, définie ainsi : pour tout = € [—7, 7], f(x) = 22 et f est 2nr-périodique sur R. Construire la
courbe de cette fonction paire f sur lintervalle [—3m, 37] puis déterminer, pour tout entier naturel, les coefficients
an(f) et Bn(f). Donner une série trigonométrique qui converge normalement sur R vers f.

“+oo (_1)71 “+o0 1 “+oo 1
En déduire les sommes Z 5— et Z — . Déduire alors de la seconde somme la valeur de Z eIk

n=1 n n=1 n n=1 ( n+ )
Application. Justifier que la fonction z ~— w est intégrable sur lintervalle |0,1[ puis démontrer que

/1 In(1+ z) dr — m*

, T

La somme d’une série trigonométrique qui converge normalement sur R est-elle nécessairement une fonction déri-
vable sur R?

Proposer une condition suffisante sur les séries E na, et E nb, pour que la somme de la série trigonométrique

Z(an cos(nz) + by, sin(nx)), qui converge normalement sur R soit une fonction dérivable sur R.

Déterminer la somme de la série trigonométrique E 3 cos(nx).

10° Posons fr : x +— agcos(kx) + brsin(kx). Pour n € N* on a a,(f) = 7/ f(z)cos(nx) dx =

Correction :

8 Pour n € N et 2 € R posons f,(z) = a, cos(nx) + by, sin(nz). Toutes les fonctions f, sont continues sur R, de
plus > f, converge normalement vers f sur R, ainsi f est continue sur R (car la convergence normale implique
la convergence uniforme). De plus les fonctions f,, sont toutes 2w-périodique, on a donc pour tout x € R et
pour tout n € N : Y0 o fe(z + 2m) = >°}_, fr(z), ainsi en prenant la limite quand n tend vers +oo on a
fl@+27) = f(x). D’ou f est 2w-périodique. On a donc montré que : f € Co.

T

9° Pour tout n € Net 2 € R on a : cos’(nz) = %(cos(2nz) + 1). Ainsi, pour n > 1, on a / cos?(nx) dr =

—T

1 T
[4 sin(2nx) + ﬂ =m Pour k € Net n € N,  — sin(kx) cos(nz) est impaire et on l'intégre sur un
n
-7
™

intervalle centré en 0, ainsi / sin(kz) cos(nx) dx = 0.
—7

1

T™J-xn

T +oo
7/ ka(ac) cos(nz) dx. On a pour tout z, |fr(z)cos(nz)| < |fu(x)| < ||filleo, ainsi la série converge
normalement (donc uniformément) sur le segment [—m,7]. On est dans le cas ou on peut intervertir :

f(z) cos(nx) dx = Z (ak/ cos(kx) cos(nx) dx + bk/ sin(kz) cos(nx)) dx).
Dans la somme, tous les termes sont nuls sauf celui d’indice k¥ = n qui vaut a, 7 si n # 0 (question précédente

1
et résultat admis) et 2mag si n = 0. Ainsi, ¥n # 0, an, = an(f) et ap = iao(f).
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11° 1l s’agit d’utiliser la question précédente avec ag = ag(f)/2, bp = 0 et pour n > 1, a, = a,(f) et b, = Bn(f).
La somme est ici égale & g et on obtient donc : Vn € N, «,,(f) = an(g) Bn(f) = Bn(9).

12° h+— ay,(h) et h— B, (h) étant linéaire, on a ici a, (g — f) = Bn(g— f) = 0 et, avec le résultat admis g — f = 0.

13° Si f est paire,  — f(x)sin(nz) est impaire et sa fonction est donc d’intégrale nulle sur un intervalle centré
sur 0 (ce que 'on voit par le changement de variable affine t = —z). En particulier, ¥n, 5,(f) = 0.

x > f(x)cos(nz) est paire et Yn € N, ay,(f) = %/W f(z) cos(nx) du.
0

ad
a4
74
&
5
4
34
24
14
o T T T T T T T T T T T T T T T T T T
-0 @ -8 -T -6 -5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 8 7 ] a

14°

2 s
La fonction f étant paire, les coeffcients 5,(f) sont tous nuls. De plus a,(f) = 7/ x? cos(nz) dx.
™ Jo
s 2 s
Une double intégration par parties donne, pour n # 0, / z? cos(nx) dr = —f/ xsin(nx) dr =
0 nJo
2 o1 4(=1)"
({—xcos(mﬁ)} _,_7/ cos(nzx) dm) et ainsi Vn # 0, an(f) = ( 2) . On a aussi ap(f) =
n n o nJo n
2
— 2% dx = g7r2.
m 3

Comme Z(an( ) et Z(ﬁn( )) convergent absolument, on peut utiliser ce qui précéde et conclure : Vz €

R, f(x +4Z

cos(nx) la série étant normalement convergente sur R.

_1\n 2 0 2
15° Pour x = 0, on obtient :nzl D) = f%. Pour = = m, on obtient : Z: = %
On découpe la somme en isolant les termes d’indice pair et ceux d’indice impair (c’est licite car la série est
= 1 = 1 > 1 > 1 2
absolument, convergente) : — = . On en déduit que —_— = — —
vergente) = > 5 = D Gur t 2 @12 we ) GTE < g
n=1 n=1 n=0 n=0
1§: 1 2
4 nz2 8
n=0
16° x — w est continue sur ]0,1]. En 0, la fonction est équivalente a 2 = 1 et est donc prolongeable par

continuité. Notre fonction est donc intégrable sur [0, 1] (c’est une intégrale faussement généralisée).

In(1 & n—1
Utilisons le DSE de z +— In(l1 4+ z) : Vo €]0,1], w = E (—1)"‘1%. On en déduit que
n=1

n(1 In(1+x) zn—! . . . - N
—— dz. On veut intervertir somme et intégrale. On va utiliser le théoréme
0 n

d’mtegratlon terme a terme
—1
- gn Tz (— 1)” 12" gt le terme général d’une série de fonctions continue qui converge simplement sur
10, 1] vers x (Hr) qui est intégrable.

- La somme simple est continue sur ]O 1].
- gn est intégrable sur ]0, 1] et fo |gn(2)| do = 25 est le terme générale d’une série convergente.

In(1+x) anl = (=t g2
L’interversion est licite et donne : E — E ~ T
Interversion 1C1 1111 /0 / i 2 n2 12

17° Dans ’exemple de la question 14°, on a obtenu une série normalement convergente sur R. Cependant la somme
f n’est pas dérivable. En effet, f est dérivable & droite et gauche en 7 avec des nombres dérivés 27 (& gauche)
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et —27 (& droite).
Supposons que Y na, et > nb, sont des séries absolument convergente. Montrons qu’alors en posant wu,(x) =
an, cos(nz) + by, sin(nx), Y (u,) converge normalement sur R vers une fonction de classe C! sur R. On utilise
pour cela le théoréme de dérivation (version C' des sommes de séries fonctions.

- Vn, u, € CY(R) et pour tout z, u/,(x) = —na, sin(nx) + nb, cos(nx).

- > uy, converge simplement sur R.

- |Junlloo < Inay| + |nby| est le terme général d’une série convergente et Y u, est donc normalement conver-

gente sur R.
Le théoréme s’applique donc et indique non seulement que la somme est de classe C' mais que sa dérivée est
la somme de la série dérivée.
sin(nx) 3sin(x)

18° On a vu en question 1° que : Vx € R, Z 3 = 10=% @) On est dans le cadre de la condition précé-
n — bcos(x

n=0
ncos(nz) 3 5cos(z) —3
3n 2(5—3cos(z))?’

dente avec a, = 0 et b, = 1/3". On en déduit (en dérivant) que : Vo € R, Z

n=0

Exercice 2 (Une intégrale & paramétre).
+oo 1
On considére la fonction pour a > 1, f: z +— / — oAt
1 (22 +2)e
1° Déterminer le domaine de définition D de f.

2° Montrer que f est de classe C! sur D et donner f’.

Correction : Pour (z,t) € Rx]1, 4+o00[ on note g(z,t) = m

1° A z € R fixé la fonction t — g(z,t) est cpm sur [1, 400, pour t > 1 on a |g(z,t)| < 7=, d’ott la convergence
absolue, ainsi f est définie sur D = R.
20 Soit A > 0. A ¢ > 1 fixé, la fonction = — g(z,t) est de classe C* sur [~A, A] et pour (z,t) € [-A, A]x]1, +oo[

on a g—g(x,t) = (t"’-ﬁ% A z € [~ A, A] fixé la fonction t — g(z,t) est cpm et intégrable sur [1, oo d’aprés
2a0A

1°. Az fixe t — %(ac’t) est cpm, et pour (z,t) € [—A, A]x]1,+oco[ on a ‘%(m,t)) < masn = palt) cette

derniére est bien cpm et intégrable, d’ou f est de classe C! sur [~ A, A], A étant quelconque, elle 'est donc sur

—2ax

—+o00
R.De plus, tout = € R, f'(z) = 3 aaridt
€ plus, pour tout x / (x) /1 (t2+x2)o¢+l
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