Lycée Jean Bart pC*-PSI Mardi 12 mars 2024—2025

CONCOURS BLANC « MINES-CENTRALE » Pc-PsiI

Composition de Mathématiques
Durée 4 heures

CONCOURS BErANE DNS g~
&« MINES-CENTRALE » PC-Ps1

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale
sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a
prendre.

Aucun document autorisé ; calculatrice et tout matériel électronique interdits

PROBLEME 1
Transformations intégrale

PROBLEME 1 : CENTRALE-SUPELEC PSI 2016

Ce probléme aborde ’étude de deux transformations intégrales utilisées pour le traitement des signaux analogiques :
la transformation de Fourier et celle de Laplace. Chacune d’elles permet de modéliser le comportement fréquentiel
d’un signal. La partie I étudie quelques propriétés de la transformée de Fourier d’un signal analogique continu par
morceaux et intégrable sur R. La partie II aboutit & la formule d’inversion de Fourier qui permet de retrouver un
signal & partir de sa transformée de Fourier. La partie VI utilise un résultat classique de probabilité pour démontrer
I'injectivité de la transformation de Laplace sur I’ensemble des fonctions continues sur R, et nulles hors d’un segment.

On note

- Eqpm le C espace vectoriel des fonctions f : R — C continues par morceaux sur R et intégrables sur R;
- S le C-espace vectoriel des fonctions f : R — C continues sur R telles que Vk € N, la fonction  — 2 f(z) est
bornée sur R.

Partie I —Transformation de Fourier
Pour toute fonction f € E.p,,, on considére la fonction F(f) (transformée de Fourier de f) définie par

+oo

VE e R, F(f)(E) = / F(tye 2T dt

—0o0
I.A On considére la fonction ¢ définie sur R par

1 si ze[-3, 4]

v ER, o(x) = { 0 sinon

Justifier que ¢ appartient & E.,,, et calculer sa transformée de Fourier F(¢).

I.B On considére la fonction ¢ définie sur R par

Vz € R*, ¥(z) = Sm?f;“) et ¥(0) =1

I.B.1 Montrer que 1 est de classe C' sur R.
I.B.2 Prouver

n+1 2
> Z
Vn €N, /n |¥(z)| do > 2t

En déduire que 1 n’appartient pas a Ecpyy,.
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I.C Soit f € E¢pp,. montrer que la fonction F(f) est continue sur R.
I.D Soit f € S.
I.D.1 Justifier que, pour tout entier naturel n, la fonction x — ™ f(x) est intégrable sur R.

I.D.2 Démontrer que la fonction F(f) est de classe C* sur R et que

+o0 .
VneN, VEeR, (F(f)™ (&) = (—2im)" / £ f(t)e 2™ dt
L.E On considére la fonction § : R — C définie par 0(z) = exp(—7z?), pour z € R.
I.E.1 justifier que 6 € S et que F(0) est solution de ’équation différentielle

VEER, y'(§) = —2mey(s)

I.E.2 Etablir que F(0) = 6.
+oo

On admettra que / 0(z) dz = 1.

— 00

Correction :

I.A La fonction ¢ est continue par morceaux sur R (discontinuité en i% avec des limites & droite et & gauche).
Ainsi ¢ est intégrable sur [—1, 1], comme ¢ est nulle sur [1,4+o00[ (resp. | — oo, —1]) elle y est intégrable. On

vient de montrer que : .

Pour z € R* on a directement : F(p)(z) = /
~1/2

1/2

_ (e—iT(.'L' iTI'I) _

iept11/2
e 2imat / 1
— €

—2inwxt
e dt = |— —
{ 2imx | _4 /2 2imx

1/2
. De plus | F(¢)(0) = / dt = 1| Remarque F(p) est continue sur R.
~1/2

sin(mx)

T™r

1.B

I.B.1 La fonction 1 est de classe C! sur R*. Elle est continue en 0 car 1(z) ~ ZZ£ =1, et, pour x # 0,

z—0 7T
Wi = "
w22

w2z cos(ma) — wsin(mx) 1
= 2.2 (
¥ est dérivable en 0 et 1)’ est continue sur en 0 (et ¢'(0) = 0), ainsi ‘ 1 est de classe C! sur R ‘

2 . 2 . ..
5 m“z(l+ o (x)) 7r(7r:v+zgo(:n )) = o (1) - 0, ainsi

z—0 x—0

Remarque : dans le sujet la question était : "Justifier que v est développable en série entiére. Préciser
ce développement ainsi que son rayon de convergence. En déduire que v est de classe C'*° sur R.".
Correction : On sait que sin est DSE de rayon infini, ainsi pour z # 0 on a : ¢(x) =

(D" (=)
Z — ' (7z)?" = Z —~—— 2" La formule est encore vérifiée pour 2 = 0. On a donc trouveé
— (2n+1)! —= (2n+1)!

le DSE de 9 et montré que son rayon de convergence est infini. Comme la somme d’une série entiére

est de classe C*° sur son disque ouvert de convergence, on a que : ¢ € C*°(R).
n+1

LB.2 Soit n € N, pour € [n,n+ 1], on a 3 > 55. On en deduit que / [Y(x)] dz >
1 n+1 n+’r1L

m/ [sin(rz)| dz. Comme z +~— [sin(mx)| est 1-périodique, / [sin(rz)| dz =

m(n n g

1 — 1 2 n+1 92
/0 |sin(mz)| dz = [W}o = On en déduit donc que /n [ ()] dx > 2t | Ainsi

n—1
" 2 1
e N~ : d>—57—> di de la série h i . Ceci
pour n on a /0 |(x)| dz > = 2 e +oo (divergence de la série harmonique). Ceci

montre que la fonction M +— fOM |t(x)| qui est croissante diverge vers +oo en +o0o, ainsi ¢ n’est pas

intégrable et en particulier .

I.C Soit f € Ecpm, appliquons le théoréme de continuité des intégrales & paramétres. On a :
— Vz € R fixé, t — f(t)e” 27! est continue par morceaux sur R.
— Vt € R fixe, x — f(t)e 2™ est continue sur R.
— Soit [~a,a] C R, pour (z,t) € [~a,a] x R, |f(t)e?"%t| = | f(¢)], la fonction de domination (qui est bien
indépendante de z) est intégrable sur R.

Le théoréme s’applique donc et donne | F(f) € CO(R) |.
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I.D
I.D.1 Soit n € N. & — a2 f(z) est continue sur R et les seuls problémes d’intégrabilité sont aux voisinages
des infinis. Comme z — 2"73f(z) est bornée sur R on a que lir+n 222" f(z) = 0 (comme produit
Tr—r+00

d’une fonction qui tend vers 0, x — % en l'occurrence, et d’une fonction bornée), ainsi 2" f(x) =

o (1/x?), on a donc I'intégrabilité au voisinage de +oo, il en va de méme en —oco. On a bien montré
r—+00

que ‘ pour tout n € N, la fonction x +— =™ f(z) est intégrable sur R ‘

I.D.2 On va maintenant appliquer le théoréme de dérivabilité des intégrales & paramétres. On a :

— Vz € R fixé, t > f(t)e” 27! est continue par morceaux et intégrable sur R.

— Vt € R fixé, x > f(t)e 2™ est de classe C™ sur R, pou n € N* sa dérivée n-iéme est =
(—Qiﬂ)"t"f(t)e_Qi”t.

— Vx € R fix¢, pour tout n € N*, ¢ +— (—2im)"t" f(t)e~2"%* est continue sur R.

— Soit [~a,a] C R, pour tout n € N*, pour tout (z,t) € [~a,a] x R on a |(—2im)"t" f(t)e” A"t =
(2m)™|t™ f(t)|. La fonction de domination (qui est bien indépendante de z) est intégrable sur R (cf
LD.1).

Le théoréme s’applique et donne ‘.F(f)eCOO(R)‘ et, pour n € N et z € R on a
+o00

(]:(f))(n)(iﬁ) = (—2177)”/ t"f(t)e—Qim' dt |

— o0

LLE
I.E.1 La fonction 0 est continue sur R et, pour tout &k € N, liT z%0(z) = 0 (par croissances comparés),
Tr—r+00

ainsi (définition de la limite avec un ¢ = 1 par exemple) = +— 2¥6(z) est bornée sur [1, +oo[, comme
elle est bornée sur [0, 1] (fonction continue sur un segment) elle est donc bornée sur R donc sur R (car

est paire ou impaire en fonction de la parité de k). On viens donc de montrer que : .
La question précédente donne la dérivabilité de F(f) avec pour tout z € R : F()(z) =

+oo .
(72i7r)/ te~™ e~ 4t On a alors pour tout z € R : F(0)(z) + 2rzF(0)(z) =

— 00

+oo . . +oo
z/ (—2mt — 2177110)6_7”52_2””“5 dt = [e_”ﬁ_m”t} = 0. Ainsi : ‘.7—"(9) est solution de‘ :

—0o0

— OO0

‘Va: eR, y'(z) + 2rzy(x) =0 ‘

T

I.LE.2 On résout cette EDL; : les solutions sont les fonctions de la forme x — Ce™ * oil C est une constante.

+oo
Ainsi il existe C' € R telle que pour tout x € R : F(0)(z) = Ce=™" or F(0)(0) = / 0(z) dz =1,
ainsi C' = 1. D’ou : | F(0) =0 |
+oo
Remarque : / 0(x) dx est 'intégrale de Gauss.

Partie II —Formule d’inversion de Fourier

Soit f € S. on suppose que F(f) est intégrable sur R. Pour tout entier naturel non nul n, on pose

I = +°°f<f><5>9<5) d - /mf(t)f(@)(t)dt

oo n o n

+oo
II.A Montrer que Eﬂl_l I, = F(f)(€) d¢.

— 00

II.B Calculer lim J,.

n—-+oo

I1.C Prouver que Vn € N*, I, = J,.
On admettra la formule de Fubini :

[ (e (G)emcse) e [ (] oo () vew) e

IL.D Démontrer que f(0) = - F(f)(€) dE.

— 00
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En déduire en utilisant la fonction h : ¢ — f(z +t), que

+o0

Ve eR, f(x) = F(F)(&)e ™ de (2.1)

—o0
Cette formule permet de reconstruire le signal f & partir de sa transformée de Fourier F(f).
II.LE Une application

1
Démontrer que Vz € R, [m W d¢ = §e*|g”|.

+oo eZiﬂ'Ew

Correction :

IL.A Pour n € N on introduit u, : & — F(f)(x)0 (£) et on va utiliser le théoréme de convergence dominée. On
a:
— La fonction 0 étant continue en 0 (et 0(0) = 1), (u,,) converge simplement sur R vers F(f).
— Pour tout n € N, u,, est continue sur R, il en va de méme pour la limite simple de (u,).
— Pour tout n € N et pour tout = € R, |u,(x)] < |F(f)(x)| (car |f| est majorée par 1),la fonction de
domination est intégrable sur R.

+oo
Le TCD s’applique et donne que :| lim I, = F(f)(x) dz|.

n—-+oo

— 00

II.B On va encore appliquer le TCD, pour n € N on introduit (on a montré en IL.LE.2 que : F(0) =0) : v, : t —
ol0)f ()
— Comme f est continue en 0, (v,) converge simplement sur R vers f(0)6.
— Pour tout n € N, v, est continue sur R, il en va de méme pour la limite simple de (v,).
— Pour n € Net 2 € R, comme f € S et donc f est bornée sur R, on a :|v,(z)| < || fllf(2), la fonction de
domination est intégrable sur R.

n—-+oo

+o0
Ainsi le TCD s’applique et donne : | lim J, = f(O)/ 0(t) dt = f(0) |

—00

400 “+o0 .
II.C En utilisant la définition de F(f), on a :I, = / (/ f(t)e 2™ty (E> dt) dz. La for-
o n
mule de Fubini donne alors : I, / ( / _2”“9( ) dx) dt. Dans lintégrale interne
on procéde au changement de variable w = z/n (linéaire donc licite) et on trouve que I, =

+o00o +oo
n/ (/ f(t)e=2mmutg(qy) du) dt. Dans lautre intégrale on procéde au changement de variable

— 00 — 00

+o0 —+o0 t .
v = nt (linéaire donc licite) et on trouve : I, = / </ f(n) e 2Tut (y) du) dt. Ainsi

— 00 — 00

. /+oof<2) </+00621ﬂut6(u) du> 4 - /+°°f<rtl) F(0)(t) dt = J,, on a bien montré :

\vneN*, Iann\

II.D En faisant tendre n vers +oo dans II.C et en utilisant les limites calculées en II.LA et II.B on a :
+o00

f(0) = F(f)(x) dz |

— 00

Fixons z € R et utilisons la fonction h : ¢ — f(x + t). Cette fonction h est continue sur R, vérifions
qu’elle est dans S, soit k € N, pour ¢ € R tel que |t| > || + 1 (pour pouvoir diviser par (x + t)),

h
thh(t) = tFf(xz +t) = CEE (x+t)"f(x+1t). Ce qui montre que h est bornée au voisinage de 400
[ ——
Af—l/ borné car f € S

t—foo

donc sur R puisqu’elle y est continue.
“+o00

En appliquant ce qu’on a fait en début de question & h on a : f(z) = h(0) = / F(h)(y) dy. Il
ne reste plus qu’a effectuer le changement de variable v = x + ¢ (affine donc licie) pour obtenir :

+o0 +oo
F(h)(y) = / flz + t)e 2™ dt = eQi"ym/ f(w)e 3™ dy = eH™ F(f)(y). On a donc montré

— 0O — 0o

+oo
que : | f(z) = / P E () (y) dy |

— 00
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II.E La fonction z +— %e’m est dans S (elle est continue sur R et dominée au voisinage de +o0o par toute puissance

1 o .
de z par croissances comparées). De plus, pour tout z € R, on a : F(f)(z) = 7/ e =27t 4t On a
1 0 t(1—2mix) 1 t(—1—2mix)
F(f)x) = 3 e dt—i—i ++o0e dt
—0o0 0
t=0 =00
— 1 1 et(1727r72:c) _ 1 et(71727rir)
2 \ [1—2riz o |1+ 2mia o
1 1 1
= = — + .
2\1-2miz 1+ 2mz
_ 1
14 4m222

1 +oo e2i7ryz
Ainsi, en utilisant la question précédente, on a montré, pour tout € R, que : L / — dy|
2 oo 14 (2my)?

Partie VI —Transformation de Laplace

Soit f : Ry — C une fonction continue et nulle en dehors d’un segment. On définit la fonction L(f)(transformée
de Laplace de f) sur R par

+oo
Vz € R, L(f)(z) = /0 F(t)e~t dt

On admettra que L(f) est de classe C™ sur R et que
—+oo
Ve e R, YneN, (L(f)™(z) = (—1)"/ f(t)tme " dt
0

Rappelons que, pour tout réel z, |x| désigne la partie entiére de x.

VI.A On considére (X, )nen+ une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P),
mutuellement indépendantes et suivant une loi de Poisson de paramétre A > 0. On pose

VneN, S, =X+ -+ X,

VI.A.0 Démontrer que la somme de deux variable aléatoire indépendantes et suivant une loi de Poisson suit encore
une loi de Poisson.
VI.A.1 Par récurrence, démontrer que, pour tout entier n € N*, S, suit la loi de poisson de paramétre n\.
On admettra que, pour tout entier n € N*, les variables S, et X, 11 sont indépendantes.
VI.A.2 Soit € > 0. Prouver que
A
Vn € N*, P(|S, —nA[ > ne) < —
ne
VI.A.3 Soit € > 0. Justifier les deux inclusions suivantes :
(Sn > n(A+¢€)) C (|Sn —nA| > ne)
(S <n(A—¢)) C (|Sn — nA| > ne)

VI.A.4 Dans toutes les questions qui suivent, on suppose = > 0.
Déduire du VI.A.3 que

lim P(S, <nz)=

n—-+o0o

0 si 0<zx<A
1 siz>A\

VI.B A laide de la question VI.A, montrer que

lim
n—-+o0o

Z (n)\)ken)\_{ 0 si0<z<A

1 si x>\
0<k<|nz]

VI.C Dans la suite de cette partie, on admettra que

: (n)‘)k —nA _ 1 ) _
nll)I-Poo Z x e =— si r=A
0<k<|nz|
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VI.C.1 Soit & > 0. Démontrer que

x

nk
Jim 3T U ) = | f) dy
0<k<|nz] ) 0

VI.C.2 En déduire que £ : f+— L(f) est injective sur I’ensemble des fonctions & valeurs complexes, continues sur
R, et nulles en dehors d’un segment.

Correction :

VI.A
VI.A.0 Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X — P(\) et Y — P(u), montrons que

X+Y —>PA+p).Ona(X+Y)(Q) CN. Pour k € N, en utilisant la formule des probabilités totales
k
avec le SCE (X =i);eyona:P(X4+Y =k) = ZIP’((X =i)N (Y =k —1)), par indépendance de X et
=0
k k

‘ ‘ AA pk=t e~ EL gy i
Yona:P(X+Y =k) = g P(X =)P(Y = k—i) = g e Zf'e*”(k_ i1 = E <i))\’,u =
i=0 i=0 | ' T =0

e~ (Atu
k!
VI.A.1 Montrons par récurrence sur n que S, < P(nA) :
Initialisation : Immeédiat pour n = 1 (le résultat préliminaire montre aussi directement pour n = 2.
Hérédité : Supposons le résultat vrai au rang n > 1, comme S,, et X,,;1 sont indépendantes et suivent
une loi de Poisson, on peut appliquer le résultat préliminaire pour montrer que S,11 = S, + Xn41
suit une loi de Poisson de paramétre nA + A = (n + 1)A. Ce qui termine ’hérédité.

(A + p)¥. Ce qui montre bien que ‘ X+Y >PA+p ‘

Ainsi par principe de récurrence : ‘Vn e N*, S, = P(nA) ‘

VI.A.2 D’aprés 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, en notant p et o 'espérance et ’écart-type de ces variables,
S, 2 A
on a : ]P’(n—u‘ 25) < 0—2. En utilisant 4 = 0> = X on a P(|S, — A\| > ne) < — et donc :
n ne ne
N A
Yn € N*, P(|S,, —nA| > ne) < — |
ne?

VI.A.3 Sia>b+cetc>0alors|a—bl >a—0b> c. On en déduit que:‘(Sn >n(A+e¢)) C (|Sn —nA| > ne) ‘
De méme si a < b—c avec ¢ > 0 alors a —b < —¢ < 0 et donc |a — b > ¢ > 0. Ainsi
[(Sn < n(A—2)) C (IS, — nA| > ne) |

VI.A.4 Séparons en deux cas :
Cas1:z € [0,\[. Posons ¢ = 252. Ona e > 0 et < XA — . On en déduit que (S, < nz) C (S, <

n(A—¢)) et donc : 0 < P(S, < nz) < P(S, < n(A—c¢)) <P(S, —nAl > ne) < % Ainsi (par
n

théoréme d’encadrement) : liT P(S, <nzx)=0
n—-+0oo

Cas 2 : x> A Posonse = %52 Onace > O et A+e < . On en déduit que (S, > nz) C (S, > n(A—¢))

A
et donc : 0 < P(S,, > nx) < P(S, > n(A —¢)) < P(|S, —nA| > ne) < ok Ainsi (par théoréme
n
d’encadrement) : lim P(S, > nz) =0 et donc P(S,, < nz) =1-P(S, >nz) — 1.

n——+oo n——+oo
i <
On a bien montré : | lim P(S, < nz) = 0 o Osz<A
n=4oo 1 siz>A

VI.B S, étant & valeurs entiéres positives et suivant wune loi de Poisson de paramétre nA,

)\k
P(S, < nzx) = Z P(S, = k) = Z (nk') e”™*. La question précédente donne :
0<k<|nx| 0<k<|nx|
. mAF _n [0 si0<z<A
Jim oy e =00 g e
0<k<|nz|
VI.C
VI.C.1 Avec la formule donné pour (L£(f))* dans le préambule de la partie VI,
k +o0 k
. e (k) _ (nt) —nt _
o a Y D) ©m) > [ Srseert -
0<k<|nz] 0<k<|nz]
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“+o0 k k

/ Z (nt) f(te ™| dt. Posons F, : t Z (nt') f(t)e ™, la question pré-
0 0<k< |n) 0<k<|nz| k!

cédente (et le résultat admis) disent que (F),) converge simplement sur R vers la fonction F' définie

par F(t) = f(t) pour t € [0,z], F(t) = f(x)/2 pour t = x et F(t) = 0 pour ¢t €]x, +oo[. Appliquons le

théoréme de convergence dominée :

— (F,) converge simplement vers F' sur R.

— Tous les F, et F' sont continues par morceaux sur R, .

— Pour tout n € N et ¢t € Ry on a (croissance de la suite des sommes partielles d’'une SATP pour

+oo k
t
linégalité) : | F,(¢)] < |f(¢)] Z (T;') e~ = |f(t)], la fonction de domination est intégrable sur R
k=0
(f est nulle et continue en dehors d’un segment donc 'intégrale n’est pas généralisée).

k T
Ainsi le TCD s’applique et on a :| lim Z (—1)kn—(£(f))(k)(n) = / f(t) dt|.
e 0<k<|nz| it 0

VI.C.2 L est linéaire et il suffit de montrer que son noyau est réduit & {0}. Soit donc f une fonction conti-
nue nulle hors d’un segment et telle que £(f) = 0. La question précédente montre que pour tout z,

/ f(y) dy = 0. Ainsi une primitive de f est nulle sur R, on en déduit donc que f est nulle sur R.
0

Ainsi ‘ L est injective sur I’ensemble des fonctions considérées ‘

PROBLEME 2
Matrices de Hurwitz

PROBLEME 2 : MiNES-PONT PSI 2022, maths 2 (sans la partie IV)

Notations

— n désigne un entier naturel non nul.

— K désigne R ou C.

— M, (K) désigne 'espace vectoriel des matrices carrées de taille n et & coefficients dans K et pour une matrice
M de M,,(K), on note xps son polyndome caractéristique.

— K[X] deésigne espace vectoriel des polynomes a coefficients dans K, K, [X] désigne le sous-espace vectoriel de
K[X] des polynomes de degré inférieur ou égal a n.

— Re™ ={z € C/Re(z) < 0}.

— On désigne par (-,-) le produit scalaire usuel de R™ et || - || sa norme associée :

n
<(ZE1,1‘2,. . 7‘Tn) ) (7!1731% s 7yn)> = Zmiyh
=1

n
||((L'1,(E2,...,£L'n)||: Z.’b%
i=1
— On confondra abusivement, pour le calcul matriciel, le vecteur X = (z1,22,...,z,) de K™ avec la matrice
Z1
T2
colonne X = . de ses coordonnées dans la base canonique de K.
In
o e _ o X+ X
— Pour X = (21, 29,...,2,) de C", on notera son conjugué X = (=1, %3, ...,T,), sa partie réelle Re(X) = 5
X-X
et sa partie imaginaire Im(X) = ——.
i

— Si M € M, (R), ’endomorphisme de R™ (respectivement C™) canoniquement associé¢ & M est :

cr — C”
X — MX |

R — R"

X s MX (respectlvement

LJB Maths - DNS9CBe-cor 7 / 12



Lycée Jean Bart pC*-PSI Mardi 12 mars 2024—2025

Rappels

1. Deux matrices A et B de M,,(K) sont semblables dans M, (K) si il existe une matrice P de M, (K) inversible
telle que A = PBP~1.
Deux matrices A et B de M,,(R) sont semblables dans M,,(C) si il existe une matrice P de M,,(C) inversible
telle que A = PBP~1.

2. Soient R et S deux polynomes de K[X]. le polynome R est un diviseur de S s’il existe un polynome @ de K[X]
tel que S = QR. Les polynomes irréductibles de R[X] sont les polynomes de degré 1 et les polynomes de degré
2 dont le discriminant est strictement négatif.

Objectifs

— La partie 1 concerne 1’é¢tude de propriétés de matrices semi-simples.

— La partie 2 propose de trouver une caractérisation de matrices diagonalisables de M,,(C).
— La partie 3 est consacrée & ’étude des polyndémes de Hurwitz.

— Les parties 1, 2 et 3 sont indépendantes.

Partie I — Matrices semi-simples

Définition 1 : Une matrice de M, (R) est dite semi-simple si elle est diagonalisable dans M,,(C).
Définition 2 : Une matrice M de M,,(R) est dite presque diagonale s’il existe :

i) deux entiers naturels p et ¢;

ii) g réels ai,as,...,aq;
iii) g réels non nuls by, bg, ..., by;
iv) une matrice D diagonale de M, (R) tels que p + 2¢ = n et M est la matrice bloc suivante :
D 0 0 0 0
0 M (CL1, bl) 0 0 0
0 0 M (ag, b2) 0 0
=] 0 0 0 o0 0
0
0 0 e 0 0o . 0
0 0 - 0 0 0 Miagby)

ou:Vj e [l,q], M(a;,bj) = ( aé- 2j>. Si p = 0, la matrice D n’est pas présente dans la matrice diagonale
Y J
par blocs M. De méme, si ¢ =0, alors M = D.

Soit A la matrice de M2 (R) définie par :

Q1. La matrice A est-elle semi-simple ?
Soit B la matrice de Ms(R) définie par :

3 2
B= (_ g 1) .
Q2. Démontrer que B est semi-simple et en déduire I’existence d’une matrice ) de Ms(R) inversible et de deux réels

a et b & déterminer tels que :
— a b\
B=Q (—b a) Q-

Indication : on pourra, pour un vecteur propre V. de B, introduire les vecteurs W1 = Re(V') et Wa = Im(V').

Soit M une matrice de My(R).
On suppose dans la question Q3 seulement que M admet deux valeurs propres complexes y =a+ibet t =a —ib
avec a € R et b € R*.

Q3. Démontrer que M est semi-simple et semblable dans My (R) & la matrice :
a b
—b a )’
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Q4. Démontrer que M est semi-simple si et seulement si I’'une des conditions suivantes est satisfaite :
i) M est diagonalisable dans Ms(R);
ii) xa admet deux racines complexes conjuguées de partie imaginaire non nulle.
Q5. Soit N une matrice de M,,(R) semblable & une matrice presque diagonale. Démontrer que N est semi-simple.
Q6. Soit N une matrice de M, (R). Donner la forme factorisée de xny dans C[X], en précisant dans les notations, les
racines réelles et les racines complexes conjuguées. En déduire que si N est semi-simple alors elle est semblable
dans M,,(R) & une matrice presque diagonale.

Correction :
X-1 -1

Ql.OnaXA(X):’ 1 x_3l=
dans M (C), il existerait P € GLy(C) telle que A = P2I,P~1 = 215, ce qui n’est pas le cas, donc A n’est
pas diagonalisable dans Ms(C). Ainsi ‘ A n’est pas semi-simple ‘

X -3 -2
) X -1
Ainsi Spe(B) = {2 + 31,2 — 3i}, comme xp est scindé A racines simples dans C[X], on en déduit que B est

(X —1)(X =3)+1=X?-4X +4=(X —2)% Si A était diagonalisable

Q2. Onaxp(X) = ’ = (X=3)(X—1)+10 = X2—4X +13 = (X —2)249 = (X —2—3i)(X —2+3i).

diagonalisable dans M (C), ainsi ‘ B est semi-simple ‘

OnaB—(2+3i); = (1 3 2 ) On remarque que 2Cy — (1 — 3i)Cy = 0, ainsi V' = (2, —1 + 3i)

-5 —1-3i
est un vecteur propre de B de valeur propre 2 4 3i. Posons Wy = (2, —1) et Wy = (0, 3), ainsi (W7, Ws) est
une base de R?. De plus BW; = (4, —11) = 2W; — 3W, et BWy = (6,3) = 3W; + 2W,. Ainsi, si on note

Q=<_21 g),ona: BzQ(_l3 if)Q‘l(ieazle‘cb:S).

Q3. La matrice M est diagonalisable (car deux valeurs propres distinctes puisque b # 0), donc

‘M est semi-simple ‘ Ainsi il existe V' # 0 vecteur propre de M de valeur propre pu, ainsi MV = uV, en

conjuguant 1’égalité et en utilisant M € M5(R) on en déduit que MV = 11V, ainsi V est un vecteur propre de
M de valeur propre i. Notons Wi = Re(V') et Wo = Im(V), en prenant la partie réelle et la partie imaginaire
dans V'égalité MV = uV (ie dans M (W7 + iWs) = (a + ib)(W; + iW3)), on trouve MW, = aW; — bW et
MWy = bW; + aWs. Comme V = Wy + iWy et V. = Wy — iWs, on a Vecte(Wy, Wa) = Vecte(V, V), ainsi
(W1, W3) est une base de C?, donc une famille libre, comme ces vecteurs sont réels, ils forment donc une
base de R?. Ainsi, si on note Q la matrice de passage de la base canonique de R? vers la base (W7, W), on

a: M=Q (—ab 2) Q~!, et donc | M est semblable, dans Ms(R), & (_ab Z) .

Q4. On a, par définition, que : i) = M semi-simple. On vient de montrer & la question précédente que : ii) = M

semi-simple.

Réciproquement, supposons que M € Ms(R) est semi-simple, notons A le discriminant de x s, et séparons

en trois cas :

Cas1: si A >0 alors xj est scindé-simple dans R[X] et donc M est diagonalisable dans Mz (R), et ainsi
i) est verifié

Cas 2: si A <0 alors ys est scindé simple dans C[X] et ses racines sont deux complexes conjugués a =+ ib
avec b # 0, ainsi ii) est vérifié

Cas 3: si A = 0 alors xM posséde une unique racine a € R, comme M est semi-simple alors il existe
P € GLy(C) tel que M = Palo P~ = aly, ainsi M est diagonale donc i) est vérifié.

‘ L’équivalence est ainsi démontrée ‘

Q5. Notons M une matrice presque diagonale semblable & N, et reprenons les notations de la définition : M =
diag(D, M(a1,b1), ..., M(aq, b)) (D matrice diagonale de taille p, (aq,...,aq) € R™, et (b1,...,b,) € (R*)™).
Pour (a,b) € R x R*, Xar(ap) = X b_ “ X_—ba = (X —a)? 4 b?, ainsi Xar(a,p) posséde deux racines com-
plexes conjuguées de partie imaginaire non nul, ainsi d’aprés Q3, M(a,b) est semi-simple.

Pour i € [1,¢], comme M (a;,b;) est semi-simple il existe P; € GL2(C) et D; € M3(C) diagonale telles que
M(a;,b;) = PD; P .

Posons la matrice par bloc P = diag(l,, P1,...,P;), cette matrice est inversible et Pt =
diag(I,, Py ', ..., P 1), de plus on a M = Pdiag(D, Dy, ..., D,)P~", ainsi M est semblable (dans M,,(C))

a une matrice diagonale, donc N aussi. Ainsi ‘ N est semi-simple ‘

Q6. Le polynomes xn est unitaire de degré n, notons (Ai,...,\,) ses racines réelles (éventuellement il n’y
en a aucune), comme Xy est & coefficients réels, si p est racine alors T I’est aussi, en notant (1, ... ,uq)
les racines complexes de xn de partie imaginaire positive, on alors (fg, ..., fy) sont aussi racines. Ainsi
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P q

Xn = H(X — k) H(X — pg)(X —g). On a n = p + 2¢, notons alors, pour k € [1,q], ux = ap + ib ou
k=1 k=1

ai € R et b € R* (car py racine complexe non réelle). o o

On suppose N semi-simple, ainsi il existe une base (Uy,...,Up, Vi, V1,...,V,, V,) de C™ ou les Uy, sont des

vecteurs propres (qu’on choisit a coefficient réels) de valeurs propre A et ot les V), sont des vecteurs propres
de valeurs propres -

Posons alors, pour tout k, Wi, = Re(Vy) et Wa = Im(Vy), ainsi Vectc(Vi, Vi) = Vecte(Wi g, Wag) (cf
Q3). Ainsi (U,...,Up, Wi 1,Wan,..., Wi 4, Wa,) est une base de C", donc est libre et comme les vecteurs
qui la constitue sont a coefficients dans R, c’est aussi une base de R™.

q

Notons F' = Vectg(Ui,...,Up) et pour tout k, Gy = Vectg(Wi i, Way), ainsi R = F @ @Gk. Le
k=1

sous-espace vectoriel F est stable par N (car engendré par des vecteurs propres), et il en va de méme pour

tous les G, en effet :

Si X € Gy il existe (o,8) € R? tels que X = aWyy + fWay = S(Vi + Vi) + %(Vk — Vi), ainsi

NX = %(kak + mvk) + %(uka - mvk), or %(,ukvk + mﬁ) = Re(,ukvk) = apWip — bpWay et

%(uka — 5 Vi) = Im(pp Vi) = axWa i + bp Wi , ce qui montre bien que NX € Gj.

Le calcul précédent (qui est le méme qu’en Q3) donne aussi NWip = arWip — bpWay et

NWy g = bWy + apWa .

I ne reste plus qu'a poser P la matrice de passage de la base canonique

de R” vers la  base (U, Up, W11, War,...,Wiq, Way), et le calcul précé-

dent donne N = Pdiag(D, M(a1,b1),...,M(aq,by))P~'. Ce qui montre bien que

si N est semi-simple alors N est semblable dans M (R) & une matrice presque diagonale ‘

Partie IT — Une caractérisation des matrices diagonalisables de M, (C)

Dans cette partie, E désigne un C-espace vectoriel de dimension n et u désigne un endomorphisme de E.
On suppose dans les questions Q7, Q8 et Q9 que u est diagonalisable. On note B = (v1,vs,...,v,) une base de E
formée de vecteurs propres de u. Soit F' un sous-espace vectoriel de E, différent de {Og} et de F.

Q7. Démontrer qu’il existe k € [1,n] tel que vy € F et qu’alors F est la droite vectorielle engendrée par vy sont en
somme directe.

On note alors :
A = {H sous-espace vectoriel de F tel que u(H) C H et FNH ={0g}}

et :

L={peN|IH e A:p=dim(H)}.
Q8. Démontrer que £ admet un plus grand élément que I’on nommera 7.
Q9. Démontrer que F admet un supplémentaire G dans E, stable par .

Q10. On suppose que tout sous-espace vectoriel de E posséde un supplémentaire dans F, stable par u. Démontrer que
u est diagonalisable. En déduire une caractérisation des matrices diagonalisables de M,,(C).
Indication : on pourra raisonner par l’absurde et introduire un sous-espace vectoriel, dont on justifiera l’existence,
de dimension n — 1 et contenant la somme des sous-espaces propres de u.

Correction :

Q7. Si tous les vy étaient dans F on aurait ' = FE puisque (v1,...,v,) est une base de FE,
il existe donc k € [1,n] tel que vy € F ‘ De plus, soit © € F N Vect(vy), alors © € F et il existe a € C tel

1
que x = auy, alors o = 0 (sinon v, = —z € F : absurde), donc z = 0 ce qui montre que F'N Vect(v,) = {0g}

et donc que ‘ F' et Vect(vg) sont en somme directe ‘

Q8. Le sous-espace Vect(vg) est stable par u (car engendré par un vecteur propre) et son intersection avec F
est {Og}, ainsi Vect(vy) est dans A, ainsi 1 = dim(Vect(vy)) € £, ainsi £ est une partie non vide de N* et
elle est majorée par n (car tous les sous-espaces vectoriels de E sont de dimension plus petite que n), ainsi

‘ L posséde un plus grand élément noté r ‘
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Q9. Comme r € L, il existe G € A tel que dim(G) = r, par définition de A on a G et F en somme directe,
supposons qu’il existe k € [1,n] tel que vy, & F et v, ¢ G, ainsi Vect(v) et G sont en somme directe, notons
G’ = G @ Vect(vy), on a G’ stable par v (comme somme directe de sev qui le sont), de plus G' N F = {0r},
ainsi G’ est un élément de A de dimension r + 1, ce qui contredit la maximalité de 7.
Ainsi tous les v; sont dans F ou dans G, ce qui montre que F' + G = E, ce qui montre bien que
‘F admet un supplémentaire G dans F, stable par u ‘
Remarque : on peut aussi poser H = F + G et si £ # H, utiliser Q7.

Q10. Notons H = @ E)(u), par hypothése H posséde un supplémentaire G dans E stable par u, supposons
AESp(u)

que u n’est pas diagonalisable, ainsi H # F et donc dim(H) < n—1, ce qui montre que G # {0g}. Comme G

est stable par u, on peut considérer I’endomorphisme ug, induit par u sur GG, son polynéme caractéristique

est de degré dim(G) > 1, donc posséde des racines, il existe donc A € C valeur propre de ug, il existe donc

x € G tel que z # 0 et ug(x) = A\, ainsi u(z) = A\x et donc x € H, or HNG = {0g}, ainsi = 0, ce qui est

absurde. Ainsi ‘ u est diagonalisable dans M,,(C) ‘

On a ainsi démontré (en Q9 et Q10) la caractérisation suivante :

u est diagonalisable si et seulement si tous les sev de E possédent des supplémentaires stables par u |.

Partie III — Polynémes de Hurwitz

Définition 3 : Un polynoéme P € R[X] est dit polynome de Hurwitz si ses racines dans C appartiennent a :
Re™ = {z € C/Re(z) < 0}.

Définition 4 : Un polynoéme P € R[X] est dit & coefficients strictement positifs s’il est non nul et si, d désignant son
d

degré, P = Zaka ou, pour tout k € [0,d], ar > 0.
k=0
Q11. Soit o € R. Démontrer que si « est une racine d’un polynoéme P de R[X], & coefficients strictement positifs, alors
a < 0.
Q12. Démontrer que tout diviseur d’un polynéme de Hurwitz est un polynéme de Hurwitz.
Q13. Soit P un polynéme de Hurwitz de R[X] irréductible et & coefficient dominant positif. Démontrer que tous les
coefficients de P sont strictement positifs.

Soit n € N*. Soit (21, 22, .- ., 2n) € C™. On définit les deux polynomes P(X) et Q(X) de C[X] par :

P(X):f[(X—zk) et QX)= [ X-z-2).

k=1 (k,0)€[1,n]2
Q14. On suppose n =2 et P € Ry[X]. Si les coefficients de @ sont strictement positifs, P est-il alors un polynome de
Hurwitz ?

Q15. Soient A et B deux polynomes de R[X] dont tous les coefficients sont strictement positifs. Démontrer que les
coefficients du produit AB sont également strictement positifs.

Q16. Démontrer que si P et @ sont dans R[X], alors on a I’équivalence : P est un polynéome de Hurwitz si et seulement
si les coefficients de P et (Q sont strictement positifs.

Correction :
d
Q11. Soit P = Z ap X" un polynome & coefficients strictement positifs et o une racine de P. Si on avait o > 0,
k=0
d
on aurait P(«) = Z ara® > ag > 0 (puisque a > 0 et tous les ay, sont strictement positifs), ce qui contredit

k=0

P(a) =0, ainsi .

Q12. Soit P un polynéme de Hurwitz, et soit R un diviseur de P, il existe donc @ tel que P = QR. Soit « une
racine de R, alors « est aussi racine de P et donc, puisque P est un polynéme de Hurwitz, on a a € Re™.

Ce qui montre bien ‘ qu’un diviseur d’un polynéme de Hurwitz est un polynéme de Hurwitz ‘

Q13. Un polynome irréductible de R[X] est soit de degré 1, soit de degré 2 (sans racine réelle), traitons les deux
cas.
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Cas 1 : Soit P = aX + b un polynome de Hurwitz de degré 1 avec a > 0, ainsi a > 0 et =2 est racine de P,

ainsi _7 < 0 et donc b > 0, ce qui montre bien que ‘tous les coefficients de P sont strlctement positifs |.

Cas 2 : Soit P = aX? + bX + c un polynéme de Hurwitz de degré 2 avec a > 0 et b? — 4ac < 0, on a donc

. — i/ — b2 ~ . —
a > 0. Les racines de P sont %, comme P est un polynéme de Hurwitz on a donc 2—: <0
b2

et ainsi b > 0. Or b% — 4ac < 0 ainsi ¢ > 1= (puisque a > 0) et donc ¢ > 0, ce qui montre bien que

’tous les coefficients de P sont strictement positifs ‘

Alternative : on peut aussi utiliser les relations coefficients/racines.
On a bien montré le résultat dans tous les cas.

Q14. On suppose P = (X — 21)(X — 22) € R[X] et que les coefficients de Q = (X — 221)(X — 222)(X — 21 — 22)?
sont strictement positifs, en particulier son coefficient constant (produit des racines) : 42122(21 + 22)% > 0 et
son coefficient devant X3 (opposé de la somme des racines) : —4(z; + z2) > 0. Comme P est & coefficients
réels, on a deux possibilités :

Cas 1 : z1 et zo sont réels, la stricte positivité des coefficients de Q donne z1z9 > 0 et z1 + 2o < 0, ainsi les
deux racines de P sont de méme signe et strictement négatives, ainsi P est un polynoéme de Hurwitz.
Cas 2 : z1 et zo sont complexes (non réelle) et conjuguées, ainsi zo = z7. Comme —4(2z7 + 22) > 0 on a

—8Re(z1) > 0, ainsi Re(z1) = Re(z2) < 0 et donc P est un polynome de Hurwitz.

Dans tous les cas ‘ P est un polynome de Hurwitz ‘

d d'
Q15. Notons A = Zaka ou, pour tout k € [0,d], ar, >0 et P = Zlel ou, pour tout [ € [0,d], b; > 0.
k=0 k=0
d+d’' k
On a AB = Z cx X ¥ ow, pour tout k € [0,d + d'], on a ¢ = Zalbk,l (ot on a posé a; = 0sil > det

k=0 1=0
by =0sil>d), on a clairement ¢, > 0, de plus si k € [0,d] alors aib, > 0 apparait dans la somme donc
e > 0, et sik € [d,d+d] alors agby—q > 0 (puisque k — d € [0,d']) apparait dans cette somme et donc
ci > 0.
Ainsi ‘les coefficients du produit AB sont également strictement positifs ‘

n

Q16. On suppose P(X) = H (X —z) et Q(X) = H (X — 2z — z¢) & coefficients réels. Notons (A, ..., Ap)
k=1 (k,0)e[1,n]?
ses racines réelles (éventuellement il n’y en a aucune), notons (g1, . . ., itq) les racines complexes de P de partie

p
imaginaire positive, on alors (g, . . ., fig) sont aussi racines. Ainsi P(X) = H X =) H X — pg)(X —7g)
k=1 k=1

etonan=p+2q.

On peut remarquer que, pour tout k € [1,¢], on a py + fx = 2Re(uy) est racine de Q.

— Sens réciproque : Supposons P et @ & coefficients strictement positifs. Ainsi (d’aprés Q11) les racines
réelles de P et de () sont strictement négatives, ce qui donne pour P que les \; sont strictement négatifs,
et pour @ que les 2Re(uy) sont strictement négatifs. Ce qui montre bien que toutes les racines de P sont

dans Re ™, ainsi ‘ P est un polynoéme de Hurwitz ‘

— Sens direct : Supposons que P est un polynéome de Hurwitz. Ainsi pour tout 4, on a A\; < 0 et pour tout
k, on a Re(ug) < 0, en particulier pg + fix < 0. Les polynomes X — \; sont donc a coefficient strictement
positifs, et il en va de méme pour les (X — g ) (X —7ir) = X2 — (u +7%) X + pafix (car pefie = |url” > 0).
Ainsi, en utilisant Q15, on en déduit que P est & coefficients strictement positifs.

On procéde de méme avec () (ses racines, ie les zp — z, sont aussi dans Re™). Ainsi

’ P et Q sont & coefficients strictement positifs ‘

Ainsi, ‘on a bien montré ’équivalence demandée ‘
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