Lycée Jean Bart pc* Mathématiques 2024—2025

DNS 10 : pour le vendredi 22 mars

Le candidat encadrera ou soulignera les résultats.
N.B. : le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction. Si
un candidat est amené & repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené & prendre.

Exercice 1 (ccp PC 2019, ezercice 2).
On considére ’équation différentielle suivante :

22(1—z)y" —z(1+2)y +y = 225 (E)

Partie I - Solution particuliére de I’équation homogéne

Dans cette premiére partie, on souhaite déterminer les solutions développables en série entiére de I’équation diffé-
rentielle homogeéne associée a (E) :

(1 -2y —a(l+a)y’ +y=0.  (H)

On fixe une suite de nombres réels (a,)nen telle que la série entiére > a,z™ ait un rayon de convergence r > 0. On
définit la fonction f :] —r,r[— R par :

+oo
Ve el —rr], flz)= Zanx”.
n=0

Q18. Justifier que la fonction f est de classe C? et que les fonctions f’ et f” sont développables en série entiére.
Exprimer avec la suite (a,),ecn les développements en série entiére respectifs des fonctions f’ et f” en précisant
leur rayon de convergence.

Q19. Montrer qu’il existe une suite (by,),>2 de nombres réels non nuls telle que pour tout = €] —r,r[, on a :
+oo
(1= 2)f"(x) = 2(1+ 2)f' (@) + f(2) = a9 + Y bu(an — an-1)a"
n=2

Q20. Montrer que f est solution de (H) sur 'intervalle | —r, r[ si et seulement si ag = 0 et a1 = a, pour tout n € N*.
Q21. En déduire que si f est solution de (H) sur | — r,r[, alors r > 1 et il existe A € R tel que :

AL

v1'€}—1,1[, f(x)zl—x'

Q22. Réciproquement, montrer que si A € R, alors la fonction
Az
(1—=z)

est une solution de (H) sur | — 1, 1] développable en série entiére.

g ]-L1[=-R, z+—

Partie II - Solutions de (E) sur ]0,1[ ou |1, +o0|

On désigne par I I'un des intervalles ]0, 1] ou ]1,+oc[. Soit y : I — R une fonction de classe C2. On définit la
fonction z : I — R par la relation :

Voel, z(z)= (i - 1> y(@).

Q23. Justifier que z est de classe C2 sur I'intervalle I, puis exprimer 2’ et 2z avec y, v’ et y".

Q24. Montrer que y est solution de (F) sur I si et seulement si z est solution sur I de I’équation différentielle :
x2" + 2 = 2z. (Ey)

Q25. Montrer que si z est solution de (E1) sur I, alors il existe A € R tel que :
, A
Veel, 2(x)=-—+4u.
x

Q26. En déduire ’ensemble des solutions de ’équation différentielle (E) sur 1.

Partie III - Solutions de (F) sur |0, +o0]

Q27. Déterminer ’ensemble des solutions de 1’équation différentielle (E) sur |0, o0
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