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dns 10 : pour le vendredi 22 mars

Correction

Exercice 1 (ccp pc 2019, exercice 2).

Partie I - Solution particulière de l'équation homogène

Correction :

Q18. Comme f est la somme d'une série entière de rayon de convergence r > 0 on a que f est de classe C∞ sur
]− r, r[ et les dérivées successives sont obtenues par dérivation terme à terme, en particulier f est de classe

C2 et pour tout x ∈] − r, r[ on a f ′(x) =

+∞∑
n=1

nanx
n−1 et f ′′(x) =

+∞∑
n=2

n(n − 1)anx
n−2, ainsi f ′ et f ′′ sont

développable en série entière sur ] − r, r[, et on sait (d'après le cours) qu'une série entière et sa dérivée ont
le même rayon de convergence, ie les série dé�nissant f , f ′ et f ′′ on le même rayon de convergence : r.

Q19. Pour x ∈] − r, r[ on a x2(1 − x)f ′′(x) − x(1 + x)f ′(x) + f(x) =

+∞∑
n=2

n(n − 1)anx
n −

+∞∑
n=2

n(n − 1)anx
n+1 −

+∞∑
n=1

nanx
n −

+∞∑
n=1

nanx
n+1 +

+∞∑
n=0

anx
n =

+∞∑
n=2

n(n − 1)anx
n −

+∞∑
n=3

(n −

1)(n − 2)an−1x
n −

+∞∑
n=1

nanx
n −

+∞∑
n=2

(n − 1)an−1x
n +

+∞∑
n=0

anx
n = −a1x + a0 + a1x +

+∞∑
n=2

(n(n− 1)an − (n− 1)(n− 2)an−1 − nan − (n− 1)an−1 + an)x
n = a0 +

+∞∑
n=2

(n − 1)2(an − an−1)x
n.

Ainsi bn = (n− 1)2 convient.

Q20. f est solution de (H) sur ] − r, r[ ssi ∀x ∈] − r, r[, a0 +

+∞∑
n=2

(n − 1)2(an − an−1)x
n = 0 ssi (unicité du DSE)

a0 = 0 et pour tout n ≥ 2, (n − 1)2(an − an−1) = 0 ssi a0 = 0 et pour tout n ≥ 1, n2(an+1 − an) = 0 ssi
a0 = 0 et pour tout n ≥ 1, an+1 = an.

Q21. Ainsi si f est solution de (H) sur ] − r, r[, alors pour tout x ∈] − r, r[, f(x) = a1

+∞∑
n=1

xn, ainsi r ≥ 1 (rq :

r = +∞ si a1 = 0). Posons λ = a1, en utilisant le résultat sur la somme d'une progression géométrique :
∀x ∈]− 1, 1[, f(x) = λx

1−x .

Q22. Réciproquement, si λ ∈ R et g :]−1, 1[→ R, x 7→ λx
(1−x) , alors g est développable en série entière sur ]−1, 1[

et pour x ∈]− 1, 1[, g(x) = λx
∑+∞

n=0 x
n =

∑+∞
n=1 λx

n, ainsi en utilisant Q19, g est solution de H sur ]− 1, 1[
(et est développable en série entière).

Partie II - Solutions de (E) sur ]0, 1[ ou ]1,+∞[

Correction :

Q23. z est de classe C2 sur I comme produit de telles fonctions. Pour x ∈ R, z′(x) =
−1

x2
y(x) +

(
1

x
− 1

)
y′(x) et

z′′(x) =
2

x3
y(x) +

−1

x2
y′(x) +

−1

x2
y′(x) +

(
1

x
− 1

)
y′′(x) =

2

x3
y(x) +

−2

x2
y′(x) +

(
1

x
− 1

)
y′′(x).

Q24. Pour x ∈ I, xz′′ + z′ =
2

x2
y(x) +

−2

x1
y′(x) + (1− x) y′′(x) +

−1

x2
y(x) +

(
1

x
− 1

)
y′(x) =

1

x2

(
x2(1− x)y′′(x)− x(1 + x)y′(x) + y(x)

)
.
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Ainsi y solution de (E) sur I ssi x2(1 − x)y′′ − x(1 + x)y′ + y = 2x3 ssi x2(xz′′ + z′) = 2x3 ssi (car 0 ̸∈ I)
xz′′ + z′ = 2x ssi z solution de (E1).

Q25. Or z est solution de (E1) ssi z
′ est solution sur I de l'équation di�érentielle f ′+ 1

xf = 2, la fonction fp : x 7→ x

est solution et les solutions de l'équation homogène associée sont les x 7→ Ce− ln(x) = C
x où C ∈ R. Ainsi z

est solution de (E1) sur I ssi il existe λ ∈ R tel que pour tout x ∈ I, z′(x) = λ
x + x.

Q26. On continue l'équivalence de la question précédente : z solution de (E1) sur I ssi il existe (λ, µ) ∈ R2 tel que

pour tout x ∈ I, z(x) = λ ln(x) + x2

2 + µ.
On remarque que y(x) =

(
1
x − 1

)
z(x) ⇐⇒ z(x) = x

1−xy(x) (car 1 ̸∈ I).

Ainsi y est solution de (E) sur I ssi il existe (λ, µ) ∈ R2 tel que pour tout

x ∈ I, y(x) = x
1−x

(
λ ln(x) + x2

2 + µ
)
. L'ensemble des solutions de E est donc S = I → R

x 7→ λx ln(x)
1−x + 2µx+x3

2(1−x)

, (λ, µ) ∈ R2

.

Partie III - Solutions de (E) sur ]0,+∞[

Correction :

Q27. Procédons par analyse-synthèse
Analyse : Soit f une solution de (E) sur R⋆

+.
f est en particulier solution de (E) sur ]0, 1[, donc d'après Q26, il existe (a, b) ∈ R2 tel que : ∀x ∈]0, 1[,
f(x) = ax ln(x)

1−x + 2bx+x3

2(1−x) .

f est en particulier solution de (E) sur ]1,+∞[, donc d'après Q26, il existe (c, d) ∈ R2 tel que : ∀x ∈
]1,+∞[, f(x) = cx ln(x)

1−x + 2dx+x3

2(1−x) .

f véri�e (E) pour x = 1 ainsi −2f ′(1) + f(1) = 2.
f est de classe C2 sur R⋆

+, en particulier en 1, plutôt que de calculer des limites en 1± de f et f ′ on va
faire un développement limité en 1+ (celui en 1− sera le même) : posons x = 1+h et prenons h > 0, on a :

f(x) =
c(1 + h) ln(1 + h)

−h
+

2d(1 + h) + (1 + h)3

−2h
=

2c(1 + h)(h− h2

2 + o(h2)) + 2d(1 + h) + (1 + h)3

−2h
=

2d+ 1 + (2c+ 2d+ 3)h+ (c+ 3)h2 + o(h2)

−2h
=

2d+ 1

−2h
+

2c+ 2d+ 3

−2
+

c+ 3

−2
h+ o(h).

Pour avoir une limite �nie en 1+ on doit avoir d = −1
2 .

Ainsi f(x) = −c− 1 +
c+ 3

−2
h+ o(h), d'où lim

x→1+
f(x) = −c− 1 et on a f ′(1+) = c+3

−2 .

De même en 1− on doit avoir b = −1
2 et on a lim

x→1−
f(x) = −a− 1 et f ′(1−) = a+3

−2 . Ainsi la continuité en

1 donne a = c et f de classe C1 sur R⋆
+ ne donne rien de plus. En conclusion on a montré que :

∀x ∈]0,+∞[\{1}, f(x) = ax ln(x)
1−x + −x+x3

2(1−x) = ax ln(x)
1−x − x(1+x)

2 et f(1) = −a− 1.

Synthèse : Soit a ∈ R et on pose f la fonction dé�nie sur R⋆
+ par f(x) = ax ln(x)

1−x − x(1+x)
2 si x ̸= 1 et

f(1) = −a − 1, il faut montrer que f est de classe C2 sur R⋆
+, il n'y a qu'au voisinage de 1 qu'il faut

véri�er, or h 7→ ln(1+h
h est développable en série entière (de rayon de cv 1) au voisinage de 0, elle est donc

de classe C∞ au voisinage de 0, donc x 7→ ln(x)
x−1 est développable en série entière (de rayon de cv 1) au

voisinage de 1, elle est donc de classe C∞ au voisinage de 1, donc f l'est aussi, ainsi f est de classe C2 sur
R⋆

+. De plus elle est solution de (E) par construction.
Ainsi les solutions de (E) sur R⋆

+ sont les f : ]0,+∞[ → R

x 7→

{
ax ln(x)
1−x − x(1+x)

2 si x ̸= 1

−a− 1 si x = 1

où a ∈ R.

Alternative : Plutôt que de faire un DL dans l'analyse et l'utilisation d'un DSE en synthèse on peut calculer
f ′ et f ′′ et calculer les limites en 1±.
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