
Lycée Jean Bart pc⋆ Mathématiques 2024�2025

dns 10⋆ : pour le vendredi 22 mars

Correction

Exercice 1 (Mines-Pont pc 2016, maths 1).

Préliminaire

Correction :

1o Soit x ∈]− 1, 1[, on a que :
1√
1− x

= (1− x)−1/2 =

+∞∑
k=0

−1
2 (−1

2 − 1) . . . (−1
2 − k + 1)

k!
(−1)kxk. Or pour k ∈ N,

on a
−1

2
(
−1

2
− 1) . . . (

−1

2
− k + 1) =

k−1∏
i=0

−1

2
− i =

(
−1

2

)k k−1∏
i=0

(1 + 2i), on reconnait le produit des nombres

paires compris entre 1 et 2k − 1, on fait apparaitre (2k)! en multipliant le numérateur et le dénominateur par
k∏

i=1

2i = 2kk!, on trouve alors que
−1

2
(
−1

2
− 1) . . . (

−1

2
− k + 1) =

(
−1

2

)k
(2k)!

2kk!
. Il en résulte que

1√
1− x

=

+∞∑
k=0

2k

(2k)2(k!)2
xk =

+∞∑
k=0

(
2k
k

)
4k

xk.

Alternative : Donner le dse x 7→ (1+x)α puis l'appliquer en −x ∈]1, 1[ pour α = −1/2 puis montrer la formule
par récurrence.

Partie I � Identité de Karamata

Correction :

2o On remarque que pour tout x ∈]− 1, 1[ et p ∈ N, on a xp ∈]− 1, 1[ et

√
1− x

+∞∑
k=0

akx
(p+1)k =

√
1− xf(xp+1)

=

√
1− x√

1− xp+1

√
1− xp+1f(xp+1)

=
1√

1 + x+ · · ·+ xp

√
1− xp+1f(xp+1)

(on a utilisé que ap+1 − bp+1 = (a − b)
∑p

k=0 a
kbp−k). On en déduit donc que : lim

x→1−

√
1− x

+∞∑
k=0

akx
(p+1)k =√

π

p+ 1
.

3o Soit p ∈ N et gp : t 7→ e−(p+1)t
√
t

. gp est continue sur R⋆
+, l'intégrale n'est généralisée qu'en 0 et +∞.

En 0 On a gp(t) ∼
t→0

1√
t
, ainsi gp est intégrable sur [0, 1] (intégrale de Riemann).

En +∞ on a gp(t) = o
t→+∞

(1/t2) par croissances comparées (car p+1 > 0), ainsi gp est intégrable sur [1,+∞[.

D'où gp est intégrable sur R+, ainsi l'intégrale proposée est convergente. Le changement de variable u =

(p + 1)t (licite car t 7→ (p + 1)t est de classe C1 sur R⋆
+ et strictement croissante) donne

∫ +∞

0

e−(p+1)t

√
t

dt =

1√
p+ 1

∫ +∞

0

e−u

√
u

du =

√
π

p+ 1
.

La question précédente permet d'obtenir : lim
x→1−

√
1− x

+∞∑
k=0

akx
(p+1)k =

∫ +∞

0

e−(p+1)t

√
t

dt.
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4o Soit Q ∈ R[X]. Notons d son degré et (c0, . . . , cd) ses coe�cients, ie. Q =
∑d

i=0 ciX
i. D'après la question

précédente, pour i ∈ [[0, d]] : lim
x→1−

√
1− x

+∞∑
k=0

akci(x
k)ixk =

∫ +∞

0

e−tci(e
−t)i√
t

dt. Il ne reste plus qu'a sommer

ces d+ 1 relations (qui sont donc en nombre �nie) et à utiliser la linéarité (du passage à la limite en 1− et de

l'intégrale) pour obtenir : lim
x→1−

√
1− x

+∞∑
k=0

akx
kQ(xk) =

∫ +∞

0

e−tQ(e−t)√
t

dt.

5o La fonction g : t 7→ e−t
√
t
h(e−t) est continue par morceaux sur R⋆

+ (il y a un unique problème de continuité

en 1 où la fonction a une limite �nie à droite et gauche), ainsi l'intégrale n'est généralisée qu'en 0 et +∞. On

remarque, pour tout x ∈ [0,+∞[, que |h(x)| ≤ 1

e
, ainsi pour tout t ∈ R⋆

+ on a : |g(t)| ≤ e−t
√
t
. On en déduit que

g est intégrable sur R+ (le majorant l'est).

Par dé�nition de h

∫ +∞

0

e−t

√
t
h(e−t) dt =

∫ 1

0

dt√
t
=
[
2
√
t
]1
0
= 2.

6o Soit x ∈ [0, 1[ �xé, on a lim
k→+∞

xk = 0, ainsi il existe un rang K ∈ N à partir duquel xk < 1
e , ce qui montre que

la suite (akx
kh(xk)) est ainsi nulle à partir du rang K. La série associée est donc convergente.

7o Soit n ∈ N⋆. Par dé�nition de h, on a :
√
1− e−1/n

+∞∑
k=0

ake
−k/nh(e−k/n) =

√
1− e−1/n

n∑
k=0

ak. On fait tendre n

vers +∞ et on utilise l'égalité de Karamata pour obtenir : lim
n→+∞

√
1− e−1/n

n∑
k=0

ak =

∫ +∞

0

e−t

√
t
h(e−t) dt = 2.

Il ne reste plus qu'à remarquer que 1− e−x ∼
x→0

x pour en déduire que

n∑
k=0

ak ∼
n→+∞

2√
1− e−1/n

∼
n→+∞

2
√
n.

Partie II � Théorème taubérien

Correction :

8o Comme n ≥ [αn] (car α < 1), on a Sn − S[αn] =

n∑
k=[αn]+1

ak, comme la suite (ak) est décroissante, on a

Sn−S[αn] ≥ (n−[αn])an. De plus n−[αn] est non nul, il est donc strictement positif, on a alors an ≤
Sn − S[αn]

n− [αn]
.

De même, comme [βn] ≥ n, on a S[βn]−Sn =

[βn]∑
k=n+1

ak ≤ ([βn]−n)an+1 ≤ ([βn]−n)an et comme [βn]−n > 0,

on a
S[βn] − Sn

[βn]− n
≤ an.

9o Par dé�nition de la partie entière on a pour tout x ∈ R, [x] ≤ x ≤ [x] + 1. Ainsi on a [γn] ≤ γn ≤ [γn] + 1.
Comme γ > 0, on a [γn] > 0 pour n assez grand (et tend vers +∞) et on obtient en divisant par [γn] :
1 ≤ γ n

[γn] ≤ 1 + 1
[γn] . Il ne nous reste plus qu'a appliquer le théorème d'encadrement (en e�et [γn] → +∞)

pour en déduire que lim
n→+∞

n

[γn]
=

1

γ
.

Comme [γn] → +∞, on peut utiliser l'hypothèse faite sur la suite (Sn) pour obtenir que
S[γn]√

n
∼ 2

√
[γn]

n
.

Ainsi, en utilisant la première limite, on trouve que : lim
n→+∞

S[γn]√
n

= 2
√
γ.

10o L'idée est de multiplier l'inégalité de 1o par
√
n et de déterminer les limites des deux membres extrémaux,

comme ils sont égaux on va traiter les deux en même temps.

Soit γ > 0 di�érent de 1, on re-écrit
√
n

Sn−S[γn]

n−[γn] de tel manière a faire apparaitre des limites connues :

√
n
Sn − S[γn]

n− [γn]
=

1

1− [γn]
n

(
Sn√
n
−

S[γn]√
n

)

Cette quantité tend tend vers
2(1−√

γ)

1−γ .
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Ainsi
√
nan est majoré par un terme de limite 2(1−

√
α)

1−α et est minoré par un terme de limite 2(1−
√
β)

1−β . Par
dé�nition des limites,

∀ε > 0, ∃n0 / ∀n ≥ n0,
2(1−

√
β)

1− β
− ε ≤

√
nan ≤ 2(1−

√
α)

1− α
+ ε

11o On remarque, pour γ > 0 et di�érent de 1, que
2(1−√

γ)

1−x = 2
1+

√
γ , cette quantité tend vers 1 quand γ tend vers

1.

Soit ε > 0, il existe 0 < α < 1 < β tel que :

1− ε ≤ 2(1−
√
β)

1− β
et

2(1−
√
α)

1− α
≤ 1 + ε.

Ainsi pour ces α et β, la question précédente donne un rang n0 tel que pour tout n ≥ n0 on a 1−2ε ≤
√
nan ≤

1 + 2ε. Ainsi, par dé�nition des limites, on a
√
nan → 1 et donc an ∼ 1√

n

Partie III �Marche aléatoire

Correction :

12o Par indépendance des Xi, on a P(Xk+1 = i1, . . . , Xn = in−k) =

n∏
j=k+1

P(Xj = ij−k). Comme les Xi ont toutes

la même loi, P(Xj = ij−k) = P(Xj−k = j − k) et donc (par indépendance) P(Xk+1 = i1, . . . , Xn = in−k) =
n−k∏
j=1

P(Xj = ij) = P(X1 = i1, . . . , Xn−k = in−k).

13o Par dé�nition des Sn, on a :
Sk+1 − Sk = j1
Sk+2 − Sk = j2
...
Sn − Sk = jn−k

⇐⇒


Xk+1 = j1
Xk+1 +Xk+2 = j2
...
Xk+1 + · · ·+Xn = jn−k

⇐⇒


Xk+1 = j1
Xk+2 = j2 − j1
...
Xn = jn−k − jn−k−1

La question précédente permet d'en déduire que : P(Sk+1 − Sk = j1, . . . , Sn − Sk = jn−k) = P(X1 = j1, X2 =
j2 − j1, . . . , Xn−k = jn−k − jn−k−1).
On procède de même (dans l'autre sens) pour obtenir :

X1 = j1
X2 = j2 − j1
...
Xn−k = jn−k − jn−k−1

⇐⇒


S1 = j1
S2 = j2
...
Sn−k = jn−k

Ce qui donne �nalement P(Sk+1 − Sk = j1, . . . , Sn − Sk = jn−k) = P(S1 = j1, . . . , Sn−k = jn−k)

14o Comme P(E0) = P(T ≥ 1) = 1 on a bien le résultat pour k = n, supposons k ∈ [[0, n− 1]].
On a que An

k = (Sk = 0)∩ (Sk+1 ̸= 0)∩· · ·∩ (Sn ̸= 0) et donc P(An
k ) = P(Sk = 0)PSk=0(Sk+1 ̸= 0, . . . , Sn ̸= 0).

On en déduit donc que : PSk=0(Sk+1 ̸= 0, . . . , Sn ̸= 0) = PSk=0(Sk+1 − Sk ̸= 0, . . . , Sn − Sk ̸= 0).
Or les variables Sk+1 − Sk, . . . , Sn − Sk ne dépendent que de Xk+1, . . . , Xn et sont donc indépendantes de Sk

qui ne dépend que de X1, . . . , Xk (car les Xi sont indépendantes). On a donc : PSk=0(Sk+1 ̸= 0, . . . , Sn ̸= 0) =
P(Sk+1 − Sk ̸= 0, . . . , Sn − Sk ̸= 0).
Ainsi :

P(Sk+1 − Sk ̸= 0, . . . , Sn − Sk ̸= 0) = P

 ⋃
j1,...,jn−k ̸=0

(Sk+1 − Sk = j1, . . . , Sn − Sk = jn−k)


=

∑
j1,...,jn−k ̸=0

P (Sk+1 − Sk = j1, . . . , Sn − Sk = jn−k)

la dernière égalité viens du fait que les évènements sont incompatibles. La question précédente donne :

P(Sk+1 − Sk ̸= 0, . . . , Sn − Sk ̸= 0) =
∑

j1,...,jn−k ̸=0

P (S1 = j1, . . . , Sn−k = jn−k)
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ainsi en faisant le même raisonnement dans l'autre sens on a :

P(Sk+1 − Sk ̸= 0, . . . , Sn − Sk ̸= 0) = P(S1 ̸= 0, . . . , Sn−k ̸= 0)) = P(En−k)

Ainsi on a : P(An
k ) = P(Sk = 0)P(En−k).

15o Soit n ∈ N. Montrons que (An
k )k∈[[0,n]] forme un SCE, ces parties sont disjointes (par dé�nition) et la réunion

donne Ω tout entier (car un élément ω ∈ Ω est dans An
ℓ où ℓ est le plus grand entier k compris entre 0 et

n tel que Sk(ω) = 0, ce plus grand élément existe car S0(ω) = 0). On en déduit donc que 1 =

n∑
k=0

P(An
k ) =

n∑
k=0

P(Sk = 0)P(En−k).

16o
∑

(P(Sn = 0)xn) et
∑

(P(En)x
n) sont des séries entières de rayon de convergence au moins égal à 1 (car le

terme général de ces séries est borné pour x = 1). On peut donc procéder au produit de Cauchy à l'intérieur
de l'intervalle ouvert de convergence (là où la convergence absolue est garantie), ainsi pour x ∈] − 1, 1[ on

a :

( ∞∑
n=0

P(Sn = 0)xn

)( ∞∑
n=0

P(En)x
n

)
=

∞∑
n=0

unx
n où on a noté un =

∑n
k=0 P(Sk = 0)P(En−k) = 1 (d'après

la question précédente). Ce qui montre que

( ∞∑
n=0

P(Sn = 0)xn

)( ∞∑
n=0

P(En)x
n

)
=

+∞∑
n=0

xn =
1

1− x
.

17o Assez clairement, au bout de n pas dans la marche on se retrouve en position de coordonnée de même parité
que n, ce qui montre que pour n ∈ N, si n est impaire (disons n = 2p+1) on a P(Sn = 0) = P(S2p+1 = 0) = 0.
Supposons maintenant que n = 2p est pair. Pour être en 0 au bout de 2p étapes il faut avoir fait autant
de +1 que de −1, comme les Xi sont indépendants on se trouve en situation d'équiprobabilité, il y a en
tout 22p = 4p possibilités, parmi celles ci il y a en

(
2p
p

)
qui ont autant de +1 que de −1, ce qui montre que

P(Sn = 0) = P(S2p = 0) =
(2pp )
4p .

18o Ainsi, pour x ∈]− 1, 1[,

+∞∑
n=0

P(Sn = 0)xn =

+∞∑
p=0

(
2p
p

)
4p

x2p =
1√

1− x2
. On en déduit donc (en utilisant 16o) que

+∞∑
n=0

P(En)x
n =

√
1− x2

1− x
=

√
1 + x

1− x
.

19o Comme lim
x→1−

√
1− x

√
1 + x

1− x
=

√
2, on va poser, pour x ∈]−1, 1[, f(x) =

√
π
2

√
1+x
1−x . Ainsi on a bien que f est

la somme d'une série entière de rayon de convergence supérieur ou égale à 1 tel que lim
x→1−

√
1− xf(x) =

√
π et

on peut donc utiliser les résultats de la partie B. Comme
√
1− xf(x) →

√
π quand x → 1−, on peut utiliser

la deuxième partie (Identité de Karamata) et ainsi obtenir :

n∑
k=0

√
π

2
P(En) ∼

n→+∞
2
√
n. De plus (P(T > n)) =

(P(En)) est une suite décroissante (si T > n alors T > n − 1), ainsi le théorème taubérien permet d'obtenir

que

√
π

2
P(En) ∼

n→+∞

1√
n
, ainsi : P(En) ∼

n→+∞

√
2

πn
.

20o On a : (T = +∞) =
⋂
n∈N

(T > n) =
⋂
n∈N

En. De plus la suite (En) est décroissante, ainsi le théorème de

continuité décroissante des probabilités permet d'obtenir : P(T = ∞) = lim
n→+∞

P(En) = 0.

21o On a (T = n) = (T > n−1)\(T > n) et comme (T > n) ⊂ (T > n−1), on a P(T = n) = P(T > n−1)−P(T > n)
et, pour x ∈]− 1, 1[, on a :

n∑
k=0

P(T = k)xk =

n∑
k=0

(P(T > k − 1)− P(T > k))xk

= P(T > −1) + x

n∑
k=1

P(T > k − 1)xk−1 −
n∑

k=0

P(T > k)xk

= 1 + x

n−1∑
k=0

P(Ek)x
k −

n∑
k=0

P(Ek)x
k

En faisant tendre n vers +∞ on obtient :

+∞∑
k=0

P(T = k)xk = 1+ (x− 1)

√
1 + x

1− x
= 1−

√
1− x2. Il ne reste plus

qu'à remarquer que l'égalité reste vrai pour x = 1 (car (T = n)n∈N) et ne dit rien de plus que 1 = 1.
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22o Pour cela on va déterminer le dse de g : x 7→ 1 −
√
1− x2. La fonction g est dérivable sur ] − 1, 1[ et pour

x ∈] − 1, 1[, on a g′(x) =
x√

1− x2
, Ainsi g′(x) = x

∞∑
k=0

(
2k
k

)
4k

x2k =

∞∑
k=0

(
2k
k

)
4k

x2k+1. On va donc prendre la

primitive qui s'annule en 0 de g′ pour retrouver g (car g(0) = 0 et ainsi on a : g(x) =

∞∑
k=0

(
2k
k

)
4k(2k + 2)

x2k+2 =

∞∑
k=1

(
2(k−1)
k−1

)
4k−1.2k

x2k. L'unicité des dse permet d'avoir P(T = 2k) =

(
2(k−1)
k−1

)
4k−1.2k

.

Or on a :

(
2(k − 1)

k − 1

)
=

(2k − 2)!

((k − 1)!)2
=

(2k)!

(k!)2
k2

2k(2k − 1)
. Il en résulte que : P(T = 2k) =

(
2k
k

)
4k(2k − 1)

.
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