Lycée Jean Bart pc* Mathématiques 2024—2025

DNS 10” : pour le vendredi 22 mars

Correction

Exercice 1 (MINES-PONT PC 2016, maths 1).

Préliminaire
Correction :
400 —1/-1 -1
1 S(5=-1...(-k+1)
1° Soit = €] — 1, 1], on a que : =(1-—2)"Y2= 22 2 1)*2*. Or pour k € N,
= L1l onaque: —— = (1-2) Z y (1), O p

_1(_1 1) (_1 k+1) ]:[ 1, _ klﬁ(1+2') it le produit d b
ona —(— —1)...(— — — - — 1), on reconnait le produit des nombres

2\ 2 2 2 2 ) 1 ’ P
paires compris entre 1 et 2k — 1, on falt apparaltre (2k)! en multipliant le numérateur et le dénominateur par
k

-1, -1 -1 — 2k)! 1

Zl:[l?i = 2FE!, on trouve alors que 7(7 -1).. (7 —k+1)= <2> (Qkk;)! . Il en résulte que NI =
+ oo (2k
SR
o @z =
Alternative : Donner le DSE z — (14 2)® puis l'appliquer en —z €]1, 1] pour a = —1/2 puis montrer la formule
par récurrence.

Partie I — Identité de Karamata

Correction :

2° On remarque que pour tout z €] —1,1[ et p € N, on a 2P €] — 1,1] et
+oo
v1-— xZakx(pH)k = V1- xf(:vp+1)

k=0
V1i—=x \/7
= 1 — xp-‘rlf $p+1
1 _ gpt1

- ! V1= artLf (ot

1+x+---+2aP

(on a utilisé que a?*t — bP+t = (a — b) > F_ a*bP7*). On en déduit donc que : liI{I V1-— xZakx(p“)k =
T—1"

™
p+1

~(p+1)t . . PR
£ N est continue sur R* , l'intégrale n’est généralisée qu’en 0 et +oo.

3° SoitpecNetg, : t—

En 0 On a gp(t) Ko ainsi g, est intégrable sur [0, 1] (intégrale de Riemann).
—

0 \/E7
En 400 ona g,(t) = R (1/%) par croissances comparées (car p+1 > 0), ainsi g, est intégrable sur [1, +o0].
—-+0o0o

D’ou g, est intégrable sur R*, ainsi l'intégrale proposée est convergente. Le changement de variable u =

+oo —(p+1)t
(p + 1)t (licite car ¢t — (p + 1)t est de classe C* sur R?% et strictement croissante) donne /0 67 dt =
1 oo gmu T
_— —du=,/——.
vo+1J, Vu p+1
—(p+1)t
La question précédente permet d’obtenir : lim 1 —x Z apzPHF = / — dt.
- V.
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4° Soit @ € R[X]. Notons d son degré et (co,...,cq) ses coefficients, ie. @ = Z?:O ¢; X*. D’aprés la question
too . +o0 e~tei(e )

précédente, pour i € [0,d] : lim 1 — xZakci(:pk)Zxk = / - 7
r—1— =0 0 \/i

ces d + 1 relations (qui sont donc en nombre finie) et & utiliser la linéarité (du passage a la limite en 1~ et de

k) etQe)
lintégrale) pour obtenir : lim 1 —=x E aT Q (z / —~ dt.
z—1- 0 Vit

5° La fonction g : ¢ +— e—\;h(e*t) est continue par morceaux sur R} (il y a un unique probléme de continuité

dt. Il ne reste plus qu’a sommer

en 1 ou la fonction a une limite finie & droite et gauche), ainsi I'intégrale n’est généralisée qu’en 0 et +00. On

1
remarque, pour tout x € [0, 4+o00[, que |h(z)| < —, ainsi pour tout ¢t € R on a : |g(t)| < ~. On en déduit que
e

g est intégrable sur R+ (le majorant l’est)

Par définition de h / h( Y dt = \[ [2\/ ]

6° Soit z € [0, 1] fixé, on a ) hm 2 =0, ainsi 11 existe un rang K € N a partir duquel z* < =, ce qui montre que
—+o0

la suite (arpax*h(x*)) est ainsi nulle & partir du rang K. La série associée est donc convergente.

7° Soit n € N*. Par définition de h, on a: /1 — e~ 1/n Z axe k/"h _k/” =+v1—e1l/n Z ag. On fait tendre n

k=0

+oo
e
vers +o0 et on utilise I’égalité de Karamata pour obtenir : lim /1 — V1—eln E ay = / —h(e_t) dt = 2.
n—+00

Vit

2
~ z pour en déduire que E ap ~ ————— ~ 2/n.
x—0

P n—+o0o /1 — e—l/n n—-+oo

Il ne reste plus qu’a remarquer que 1 —e™"

Partie II — Théoréme taubérien

Correction :
8 Comme n > [an] (car o < 1), on a S, — Sjan) = Z ay, comme la suite (aj) est décroissante, on a
k=[an]+1
. . s Sn — S[(xn]
Sn—Sjan) = (n—[an])a,. De plus n—[an] est non nul, il est donc strictement positif, on a alors a,, < n—Tan] -
n— [an
(Bn]
De méme, comme [3n] > n, on a Sig,] — Sy, = Z ar < ([Bn]—n)ans+1 < ([Bn] —n)a, et comme [Bn]—n > 0,
k=n+1
Sign] — Sh,
on a 2lfn] ~ On < ay,-
[Bn] —n

9° Par définition de la partie entiére on a pour tout x € R, [z] < z < [z] 4+ 1. Ainsi on a [yn] < yn < [yn] + 1.
Comme v > 0, on a [yn] > 0 pour n assez grand (et tend vers +o0o0) et on obtient en divisant par [yn] :
1< vﬁ <1+ [Tln] Il ne nous reste plus qu’a appliquer le théoréme d’encadrement (en effet [yn] — +00)

n 1
pour en déduire que lim —— = —.
n—-4o0o [ n] Y

Siml o, /]
a n

Comme [yn] — +o00, on peut utiliser ’hypothése faite sur la suite (S, ) pour obtenir que

S
Ainsi, en utilisant la premiére limite, on trouve que : lim bl _

=2./7.
n——+oo \/ﬁ \/7}/

10° L’idée est de multiplier 'inégalité de 1° par /n et de déterminer les limites des deux membres extrémaux,

comme ils sont égaux on va traiter les deux en méme temps.

Soit vy > 0 différent de 1, on re-écrit \/n M de tel maniére a faire apparaitre des limites connues :

So=Spm _ 1 (S Spn
Vr Tl ‘1[1;4(%‘ Vi

20-y7)

Cette quantité tend tend vers —
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2(1- /@)

11—«

2(1—+/B

Ainsi /na,, est majoré par un terme de limite et est minoré par un terme de limite 17,6@ Par

définition des limites,

2(1 — 2(1 —
Ve > 0, Ing /Vn > nyg, ( \/B)—ng/ﬁang(i\/a)—i—s
1-06 11—«
21=v~) 2

11° On remarque, pour v > 0 et différent de 1, que
1.
Soit € > 0, il existe 0 < a < 1 < 3 tel que :

st o

o = 1505 cette quantité tend vers 1 quand v tend vers

<l+e.

Ainsi pour ces « et 8, la question précédente donne un rang ng tel que pour tout n > ng on a 1 —2¢ < y/na,, <

1+ 2¢. Ainsi, par définition des limites, on a y/na, — 1 et donc a, ~ ——

n

Partie IIT —Marche aléatoire

Correction :
12° Par indépendance des X;, on a P(Xy 41 =41,..., X, =ip_p) = H P(X; = ij—x). Comme les X; ont toutes

j=k+1
la méme loi, P(X; = i;_r) = P(X;_x = j — k) et donc (par indépendance) P(Xp11 = i1,..., Xp = tp_p) =

n—k
[P =ij) =P(Xy =ir,..., Xpg = in_p)-
j=1

13° Par définition des S, on a :

Sk+1— Sk =71 Xit1 =71 Xir1 =71
Skt2 — Sk = J2 KXit+1 + Xit2 = Jo Xkt2 =J2—J1
Sn = Sk = Jn—k X1+ + X = Jn_k Xn = Jn—k = Jn—k-1

La question précédente permet d’en déduire que : P(Sk11 — Sk = j1,...,Sn — Sk = Jn-k) = P(X1 = j1, X2 =
j2 - jla o 7Xn—k = jn—k - jn—k—l)-
On procéde de méme (dans Iautre sens) pour obtenir :

X1 = Si=n
Xo=jo— 71 S = Jo

. — .

Xn—k = jn—k - jn—k—l Sn—k: = jn—k

Ce qui donne finalement P(Sx+1 — Sk = j1,.--,50 — Sk = jn—k) =P(S1 = Jj1, -+, Sn—k = Jn—k)

14° Comme P(Ey) =P(T > 1) =1 on a bien le résultat pour k = n, supposons k € [0,n — 1].
On a que A} = (Sk = 0) N (Sk+1 7£ 0) n---N (Sn # O) et donc P(AZ) e ]P(Sk = O)ngzo(SkH # 0,...,5, # O)
On en déduit donc que : Pg,—o(Sk+1 #0,...,5, #0) =Pg, —0(Sk4+1 — Sk #0,...,S, — Sk #0).
Or les variables Sgy1 — Sk, ..., S, — Sk ne dépendent que de Xy1,...,X, et sont donc indépendantes de S
qui ne dépend que de X7, ..., X (car les X; sont indépendantes). On a donc : Pg, —o(Sk+1 #0,...,5, #0) =
P(Sk4+1 — Sk #0,...,5, =Sk #0).
Ainsi :

P(Syi1 — S #0,...,S, — Sk #0) (Sk+1— Sk =J1,---+ 5 — Sk = Jn—r)

I
~
C

VARTED) Jn—k#0
= > P(Skir— Sk =171, Sn— Sk = i)
J1serdn—k#0

la derniére égalité viens du fait que les événements sont incompatibles. La question précédente donne :

P(Ski1 =Sk #0,.Sn =Sk #0) = > P(S1=41,..  Snk = Jnsp)

J1y--sdn—k#0
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ainsi en faisant le méme raisonnement dans ’autre sens on a :

P(Sk+1 =Sk #0,..., 80 = Sk #0) =P(S1 #0,..., Sk #0)) = P(En—x)
Ainsi on a : P(A}) = P(Sk = 0)P(E,—k).
15° Soit n € N. Montrons que (A})re[o,n] forme un SCE, ces parties sont disjointes (par définition) et la réunion

donne ) tout entier (car un élément w € Q est dans A} ou ¢ est le plus grand entier k compris entre 0 et

n tel que Sk(w) = 0, ce plus grand élément existe car Sp(w) = 0). On en déduit donc que 1 = ZIP’(AZ) =

k=0
> P(Sk = 0)P(En—s).
k=0

16° > (P(S, = 0)a™) et Y (P(E,)z™) sont des séries entiéres de rayon de convergence au moins égal a 1 (car le
terme général de ces séries est borné pour z = 1). On peut donc procéder au produit de Cauchy a l'intérieur
de lintervalle ouvert de convergence (la ou la convergence absolue est garantie), ainsi pour x €] — 1,1[ on

a (Z P(S, = 0)$n> <Z P(En)x”> = Zunx" olt on a noté u, = > p_ P(Sk = 0)P(E,_j) = 1 (d’apreés
n=0 n=0

n=0

la question précédente). Ce qui montre que (Z P(S, = O)x"> (Z P(E,)x ) Z x” =1—=
n=0 n=0

17° Assez clairement, au bout de n pas dans la marche on se retrouve en position de coordonnee de méme parité
que n, ce qui montre que pour n € N, si n est impaire (disons n = 2p+ 1) on a P(S,, = 0) = P(Sgp+1 =0) =0.
Supposons maintenant que n = 2p est pair. Pour étre en 0 au bout de 2p étapes il faut avoir fait autant
de +1 que de —1, comme les X; sont indépendants on se trouve en situation d’équiprobabilité, il y a en
tout 227 = 4P possibilités, parmi celles ci il y a en (2;’) qui ont autant de +1 que de —1, ce qui montre que

P(S, = 0) = P(Sap = 0) = 2.

+d>( ) 1
18° Ainsi, pour x €] E P(S E ~PLg? = . On en déduit donc (en utilisant 16°) que
o V1—a?

= V1-— 22 1+z
ZP(En)mn: 1—=x \/1_33-
n=0

1
19° Comme lim V1 —x er

r—1—
la somme d’une série entlere de rayon de convergence supérieur ou égale a 1 tel que lim 1 —xzf(z) = /7 et
r—1—

= /2, on va poser, pour z €] —1,1[, f(x) = V3 12 Ainsi on a bien que f est

on peut donc utiliser les résultats de la partie B. Comme /1 — zf(x) — /7 quand z — 17, on peut utiliser
la deuxiéme partie (Identité de Karamata) et ainsi obtenir : Z \/Z]P)(E") ~ 2y/n. De plus (P(T > n)) =
n—-+0oo

(P(E,)) est une suite décroissante (si T > n alors T > n — 15, ainsi le théoréme taubérien permet d’obtenir

0 r .. 2
que \/;P(En) et T ainsi : P(E,,) BECTURY e
20° On a : (T = 400) = ﬂ (T >n) = m E,. De plus la suite (E,) est décroissante, ainsi le théoréme de

neN neN
continuité décroissante des probabilités permet d’obtenir : P(T' = c0) = lim P(E,) = 0.

n—-+oo
21° Ona (T'=n) = (T >n—1)\(T > n) et comme (T >n) C (T >n—1),onaP(T =n) =P(T >n—1)-P(T > n)
et, pour x €] — 1,1[, on a :

ZH:P(T— S BT >k—1)—P(T > k))z"

k=0 k=0

= P(T>-1)+aY P(T>k-1)a"" =) P(T> k)"
k=1 k=0

n—1 n
= 142 ZP(Ek)CL‘k - ZP(Ek)xk
k=0 k=0

+oo
1
En faisant tendre n vers +oco on obtient : Z P(T = k)z* =14 (z—1) T Rk — /1 — 22. 1l ne reste plus
k=0
qu’a remarquer que ’égalité reste vrai pour x = 1 (car (T = n),en) et ne dit rien de plus que 1 = 1.
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22° Pour cela on va déterminer le DSE de g :  — 1 — /1 — 22. La fonction g est dérivable sur | — 1,1 et pour
oo (2k oo 2k
z €] — 1,1, on a ¢'(x) = \/%7, Ainsi ¢'(z) = :ckio (4%.)392}“ = ];)(ﬁ)xzkﬂ. On va donc prendre la
B B oo (2k)
primitive qui s’annule en 0 de ¢’ pour retrouver g (car g(0) = 0 et ainsi on a : g(z) = kz_o mm%“ =
00 (Q(k—l)) (z(k—l))
,; 4kli_1_12kz2k. L’unicité des DSE permet d’avoir P(T = 2k) = 4kli_1.12k.
2(k — 1) (2k—2)!  (2k)! k2 (25
O : = = .1 ésult (T =2k) = ———.
rona ( k-1 ) (F— D)2 ~ (k)2 2h(2k — 1) 1 e résulte que: B )= k-1
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