Lycée Jean Bart pc* Mathématiques 2025-2026

DNS 1 : pour le mercredi 17 septembre

Le candidat encadrera ou soulignera les résultats.
N.B. : le candidat attachera la plus grande importance & la clarté, & la précision et a la concision de la rédaction. Si
un candidat est amené & repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené & prendre.

Correction

Exercice 1 (Moyenne au sens de Cesaro).
Soit (un)nen une suite réelle, on considére la suite (sy,)nen des moyennes de Cesaro de (u,) en posant :

n—1

1
vn €N, s, = — E U
n
k=0

L’objectif est de montrer que si (u,) converge vers ¢, alors (s,,) converge aussi vers £.

1° Cas £ = 0. On suppose que (u,,) converge vers 0.
Soit € > 0.

(a) Justifier qu'il existe ny € N tel que : Vn > ny, |u,| < §
ny—1
U
k=0
(¢) En déduire (en coupant la somme définissant s, en deux et en utilisant les deux questions précédentes) qu’il
existe ng € N tel que : Vn > ng, |s,| < e.

(b) Montrer qu’il existe ne € N tel que : Vn > no,

1 €
- < Z,
n -2

(d) En déduire que (s,) converge vers 0.

20 (Cas général : on suppose que (u,) converge vers £ € R.
~1
1 n
On pose, pour n € N, u), = u, — (et s, = - X:u;C
k=0

Exprimer s/, en fonction de s, et en déduire que (s,) converge aussi vers /.
3° Montrer que la réciproque est fausse, on pourra considérer (u,) = ((—1)").
4° Application : Soit ug €]0,1[ et pour tout n € N, w11 = up (1 — uy).

(a) Déterminer la nature et la limite éventuelle de (uy,).
1 _ 1

Up 41 Up "
(c) En utilisant le résultat qu’on vient de montrer sur la moyenne de Cesaro de (v,,), déterminer un équivalent de

(b) Déterminer la nature et la limite éventuelle de la suite (v,,) ot v, =

Correction :

1° (a) Ce n’est rien d’autre que la définition de (u,) converge vers 0 avec 5.
’I’L1—1 n1—1
(b) On a (%) qui tend vers 0 et Z ug qui est constant par rapport a n, ainsi ( Z uk> converge vers 0,
n
k=0 k=0

I'inégalité est, encore une fois, la convergence de cette derniére suite vers 0 avec 5.

n—1 ni—1 n—1
1 1 1 e
(c) Posons ng = max(ni,ns). Pour n > ng, on a : s, = — E up = — E up + — E ug, ainsi, d’aprés
n n n
k=0 k=0 k=n,
1 ny—1 1 n—1
I'inégalité triangulaire |s,| < |— ug| + |— ug|, on a, encore d’aprés I'inégalité triangulaire et
n n
k=0 k=nq
n—1 n—1 n—1
1 1 € n—1—-n;+1e € L.
d’apres 1°(a) : |— E ug| < — E lug| < — —=————— < - (car n—n; <n). Ainsi, en
)
n n n 2 n 2 2
k:n1 k:n1 k:n1

utilisant aussi 1°(b) on a : |s,| < €.
(d) On vient de montrer que : Ve > 0, 3ng € N/Vn > ng, |s,| < ¢, ie que (s,) converge vers 0.
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-1 n—1 n—1
15 1 1 n
2° Pour n € N, on a s, = - Z(un —0) = - Zun - ZE =S, — EE = s, — £. Comme (u],) converge vers 0,
k=0 k=0 k=0
on en déduit, d’aprés 1° donc que (s),) converge aussi vers 0 et donc que (s,) converge vers /.
= 0 sin pair
3° Pour tout n € N*, on a Z(fl)k = b , ainsi So,, = 0 et Sopy1 = #—&-1 ainsi la sous suite des

Py 1 sin impair
termes pair et la sous suite des termes impair de (s,,) convergent vers 0, donc (s,) converge vers 0.
On a donc une suite divergente dont sa moyenne de Cesaro converge, ce qui montre bien que la réciproque est

fausse.

4° (a) Tout d’abord on remarque que si u, €]0, 1] alors u,11 €]0, 1], comme ug est aussi dans |0, 1], on en déduit
donc par récurrence directe que (uy,) est & valeurs dans ]0, 1[.
Pour n € N, on a upy1 = uy — u% ainsi Up41 — Up = —ui < 0, la suite (u,) est donc décroissante, comme
de plus elle est minorée (par 0), elle converge donc vers un certain ¢ € [0, 1], en passant a la limite dans la
relation de récurrence on en déduit que £ = £ — ¢2, ie £ = 0. Ainsi (u,) converge vers 0.

_ 1 1 1=(—un) _ 1
(b) Pour n € N, on a v, = e vy By vy Sl w7 njoo 1.
(c) Ainsi, d’apres 2°, la suite (s,) des moyennes de Cesaro de (vy,,) converge aussi vers 1, or pour n € N, par
) 11 1 1/1 1 1 1
télescopage, on a : s, = — Z -—=—-|——-—) = — — — comme (s,) tend vers 1 et
n =0 Uk+1 Uk n \ Unp Ug NUnp nug
1
comme (-1-) tend vers 0, on en déduit donc que (—1-) converge vers 1, ie u,, ~ —.
0 NUn n—+oo N
Exercice 2 (calcul de la somme de Y 25 ).
Le but de cet exercice est de calculer la somme de la série convergente > #
1° Montrer que t — cotan?t réalise une bijection de |0, Z[ sur un intervalle & déterminer.
e(2n+1)it
2° Soit ¢ € |0,%[ et n € N. En calculant de deux fagons la partie imaginaire de S (D)’ trouver un polynome
sin ((2n + 1)t
Qn € R, [X] tel que M = Qn (cotan? (t)).
sin (t)
3° Déterminer alors les racines de Q,,, que ’on notera xy pour k € [1,n].
n n
Justifier, sans calcul, les relations 32% =n2n—1) et (2n+1) H zp = L.
k=1 k=1
1 = 1
4° a) Montrer 1+ cotan®(t) = —5— et en déduire Z ———— en fonction de n.
sin” (¢ k=1 sin2( krr )
= 2n—+1
™ 1 =
b) Montrer : V¢ € ]O, — { cotan?(t) < = < et en déduire la valeur de —.
) 2 ®) t2 = sin’(t) nz::l n?
5° En procédant comme dans la preuve de la convergence de > #, montrer que le reste d’ordre n de cette série est
+oo
majoré par % Ecrire alors un script Python donnant une valeur approchée de Z — avec 5 décimales exactes et
n
n=1

comparer avec la valeur trouvée en 4° (b)).

Correction :

1° La fonction cotan? est une bijection de ]O, %[ sur R% (a détailler : elle est strictement décroissante + limites).
Remarque : pour montrer la stricte monotonie de cotan? on peut, au choix, remarquer qu’elle est dérivable et
que (cotan?)’ = _jrfg?s < 0, ou alors remarquer que c’est la composée de tan (strictement croissante sur |0, 7|
et de t — & (strictement décroissante sur RY).

e(2n+1)it - 1
in2"+1(t) SinZn-{—l(t)

d’autre part en utilisant la formule de Moivre et en utilisant la formule du bi-

2° Soit t € ]0,5[ et n € N. On a : Im( Im (cos((2n + 1)t) +isin((2n + 1)t)) =
s
sin((2n 4 1)t)
sin?" ()
2n+1 4 fon 41
néome de Newton : e(?n+Dit — (e") m= (cost+isint)2n+1 = Z ( & )ik sin® ¢ cog? 1=k ¢,
k=0
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; "L /o 41 (2n+1)it
donc Im (6(2”“)”) = Z(271::__1)(—1)”Sin2p+1t0052"+1_2p_1t, ainsi : Im <e2n+1(t)> =
D sin
p=0
" 2n+1 " fon 4+ 1
Z(zni 1)< s bosn T = Z(zni 1><—1>p<cotan2>”-p<t>. Dot il suffit de po-
P P

p=0 p=0

- 2’)’L+1 n— B L. - 27’L+1 n—
ser Qn(X) = Z 9+ 1 (=1)?X""P je. (en ré-indexant) : Qn(X) = Z ) (—=1)""7X7 (car

p q
p= q=0

( 2n+1 ) (2”+ 1) par la formule de symétrie).

2n+1—2q

3° @, est un polynéme de degré n, si on trouve n racines distinctes on les a toutes trouvées. 1’égalité

sin((2n + 1))t
sin®" (1)

trouve les t, = % pour k € [1,n]. En posant x; = cotan?t;, on a des racines de Q,, comme cotan

bijective (donc injective) les x) sont deux a deux distincts. Ce qui montre que les z; = cotan? (2 T’fil) pour

= Qn (cotan? (t)) nous améne & trouver les solutions de sin((2n + 1)t) = 0 sur ]0, %[, on

2 est

k € [1,n] sont les racines de Q.
Les relations proviennent des relations coefficients/racines, la somme des racines est 'opposé du quotient du co-

efficient devant X"~ (qui est — (224‘1) — _7(2”"‘1)2;(2”_1))

2
nn-l) Le produit des racines quand a lui est la produit de (—1)™ par le quotient du terme constant

par le coefficient dominant (qui est (2"+1) =2n+1),

c’est donc

(qui est (*""")(~1)") par le terme dominant (qui est toujours 2n-+1), c’est donc 52— Ce qui est bien équivalent
aux deux relations données.

n n n
o . 2 _ cos®+sin? _ 1 _ 2 _ _
4° a) On a: 1+ cotan? = <= +sim — L, Op a donc E 7sin2 — = E 1 + cotan®(ty) = E 14+, =
k=1 2n+1 k=1 k=1
2n —1 2 1
n—+ n(2n ) = n(n+1) d’apreés la question précédente).
p q p

3 3

b) Comme les trois membres de 'inégalité sont positifs (et que la fonction carré est croissante sur Ry et que
la fonction inverse est décroissante sur R% ) c’est équivalent a tant > ¢t > sint, ce qui est vrai sur ]O, g[
(sint <t est classique, pour tant > ¢ on peut étudier la fonction ¢ — tant —t, & ce stade un "par une étude
de fonction on a : ...", si c’était une premiére question d’un probléme on devrait forcément rédiger 1’étude
de fonction).

On utilise cet encadrement pour ¢t = t, et on somme pour k allant de 1 & n, ce qui donne :
n n n
1

- "1 1 n(2n — 1)
;cotanz(tk) < ;g < ;m Or on a ;cotanz(tk Zxk = 7, I;g =
2”:(2n+1)2_(2n+12 "1 1 2n(n+1)
Pt k22 2 Pt k2 — sin®(t,) 3

2 n2n-1)
(2n+1)2 3

(d’apres la question précédente). Il en résulte

1 72 2n(n+1) L ,
que : < Z = < , les deux extrémités de I’encadrement tendent

(2n +1)2 3

+

- ~1_n

vers %, ainsi par le théoréme d’encadrement on en déduit que Z= G
k=1

5° La fonction ¢ — % est décroissante sur RY, donc pour k € N* on a : Vt € [k, k + 1], < % < 7z donc par

TS =
croissance de l'intégrale : (k+1)2 < k+1 &dt < &, donc en sommant pour k allant de n € N* & N € N* avec
1 N+L 1 1 N
n<N: Z m < / t—2dt = — — N1 S k2 Comme la série existe on peut prendre la limite
n
k=n n

quand N — +oo et on a: R, < L. Ainsi R, est blen majore par + (et minoré par 0).
Code Python :

import numpy as np

def zeta2(eps):
# calcul d’une valeur approchée de zeta(2) & eps>0 prés
# grace a R_n<=1/n
S =1 # somme partielle de rang 1
# il suffit 1/n<eps pour avoir R_n<eps i.e. S_n approchant zeta(2) & eps prés
# ici while non utile, on peut résoudre : n>1/eps (ne pas oublier n entier)
for k in range(2,int(np.floor(1/eps)+1+1)):
S += 1/k*x*2
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return S
print ("zeta(2)=",zeta2(10**(-5)))
print("difference avec pi~2/6=",zeta2(10**(-5))-np.pi**2/6)

Exercice 3 (critére et transformation d’Abel).

On considére deux suites (a,) € CN et (b,) € RY, on suppose que :
N
D>
n=0
(ii) (by) est positive, décroissante et de limite nulle (remarque positive est de trop).

(i) il existe un réel positif M tel que pour tout N € N, < M;

n
Pour n € N, on note A4,, = Zak

n—1
1° Montrer que pour tout n € N* : Z arby = Z Ap(bg — bg+1) + Anby.
k=0 k=0

2° En déduire que Y a,b, est convergente.

3° Soit # € R. Déterminer la nature de la série ) = COS(”(’)
Correction :
1° Soit n € N*, on a (en utilisant ap = Ay — Ax_1 pour k > 1) Z (Ar — Ap1)bg + aoby —
=0 k=1
n—1 n—1
ZAkbk - ZAk 1bk + aghg = ZAkbk - Z Apbr41 + aoby = Ap (b — brg1) + Apby, — Agby + agby =
k=1
n— 1
Z A (b — b)) + Apby.
k=0

2° On a d’une par |Apb,| < Mb, donc converge vers 0, d’autre part que Y. Ag(by — brp41) est convergente, en
effet |Ap(br — brt1)| < M (b — br1+) (car (by,) décroissante), le membre de droite est le terme général d’une
série positive convergente (car télescopique et (b,,) converge), ainsi > Ay (bx — bg4+1) converge absolument donc
converge. Ainsi Y a,b, converge.

3° On dirait une application pour a, = cos(nf) et b, = =7, il faut vérifier les hypotheéses, on a clairement (b,,)
positive décroissante et convergente vers 0, reste & montrer la majoration de (A,). Il s’avére que le calcul de

n n
Z cos(k0) R <Z (ei(")k>
k=0 k=0
somme géométrique, il faut donc traiter deux cas :
Cas 1 : ¢ = 1 ie. = 0[27], en fait dans ce cas cos(nf) = 1, ainsi (A,,) diverge vers 400, donc la technique

(A,,) est classique (et déja traité en sup) . On arrive a une

(ekie)

ne marche pas. Cependant ) <52 +"19) =Y 727 qui diverge. Ainsi la série diverge.
Cas 2: ¢ # 1 ie. & # 0[27], on applique la formule de la somme dune progression géométrique :
n 1— ei(n+1)9 2 ) ]
Zcos(lw) o0 < o] (car pour tout complexe u : R(u) < |u|), qui est bien la ma-

joration voulue, on peut donc appliquer le critére d’Abel et la série converge.
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