Lycée Jean Bart pc* Mathématiques 2025-2026

DS 2" : samedi 20 septembre

2h sans calculatrice

Le candidat encadrera ou soulignera les résultats.

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, & la précision et a la concision de la rédaction. Si
un candidat est amené & repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené & prendre.

Centrale 2011 - MP (Maths 1, partie I et II)

L’objet de ce probléme est de donner une approximation de la somme des séries de Riemann convergentes S(«) =
—+oo

+oo
Z o ol « est un réel strictement supérieur & 1. Pour cela, on étudie le reste! : R, (a) = Z k;%
n=1 =
Dans la premiére partie, on donne une premiére approximation du reste. Cette méthod’; ge généralisant mal, on
utilise dans la deuxiéme partie une formule de Taylor pour obtenir simplement un développement asymptotique du
reste. L’inconvénient de cette méthode est qu’elle ne donne aucun contréle de I’erreur.

Le sujet original contient une troisiéme partie (polynomes de Bernoulli et formule sommatoire d’Euler-Maclaurin,
cette formule donne le méme développement asymptotique mais avec une expression de l’erreur assez satisfaisante) et
une quatriéme partie (étude de maniére plus précise de 'erreur, pour conclure que les formules sommatoires étudiées
ne sont pas nécessairement convergentes).

Rappels et notations
On note |z] la partie entiére d’un réel x.
Soit (tn)nen €t (vn)nen deux suites réelles. On note v, = O(uy,) si :

IMeR, IngeN, VneN, n=2ny = |v,| < Muy,|.

I] Etude préliminaire

A. Convergence des séries de Riemann

I.A.1 Soit f une fonction réelle, définie continue et décroissante sur [a, +oo[, ou a € R. Montrer, que pour tout entier
kela+1,+o00[,on a

k+1 k
/k f@dr< k) < [ fa)da

k—1

1
I.A.2 En déduire la nature de la série de Riemann Z — selon la valeur de o € R.

n>1
400 1
En cas de convergence, on pose S(a) = =
n=1
1
I.A.3 Pour tout réel o > 1, montrer que 1 < S(a) <1+ P

B. Premiére étude asymptotique du reste

Dans la suite du probléme, pour tout réel « strictement supérieur & 1 et pour tout entier naturel non nul n, on

o
pose R, (o) = Z T
k=n

1 1
I.B.1 En utilisant encadrement de la question I.A.1, montrer que R, («a) = @ Dno1 +0 (Q>
a—1)ne ne

1
(1 —a)za—t’
intégral a 'ordre 2, montrer que, pour tout k € N* :

I.B.2 Soit f la fonction définie sur R* par f(z) = En appliquant & f la formule de Taylor avec reste

1 a 1
Fle+1) = f(k) = 15— 5 agr + 4k
1
ol Ay, est un réel vérifiant 0 < A4y, < %

1. On remarquera que, contrairement & ’usage, le premier indice du reste est n (et non pas n + 1)
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1.B.3 En déduire que :

1 1 1
Ry(a) = (a—1not + oo +0 (naJrl)

On pourrait répéter le procédé pour obtenir un développement asymptotique plus précis de R, («), mais la partie
suivante va nous donner une méthode plus rapide.

II] Formule de Taylor et nombres de Bernoulli

A. Nombres de Bernoulli

IT.A.1 Montrer qu'’il existe une suite réelle (a,),en ayant la propriété suivante : pour tout entier p € N*| pour tout
intervalle non réduit & un point I et pour toute fonction complexe f de classe C*> sur I, la fonction g définie
par: g =aof +aif + -+ ap_1 fP7Y vérifie :

1 1 1 —
L T ) IS Tl () SO ) (p+1)
g+2!g +3!g + +p!g =f +lE:1bl,pf

ot les b, sont des coefficients indépendants de f que l'on ne cherchera pas & calculer.
p+1 a
II.A.2 Montrer que agp = 1 et que pour tout p > 1, a, = Z pH b At

En déduire que |a,| < 1 pour tout entier naturel p. Determlner ay et as.

IT.A.3 (a) Pour tout z € C tel que |z| < 1, justifier que la série Z apzP est convergente.
peEN

On note ¢(z) sa somme : p(z Zapzp

(b) Pour z € C tel que |z] < 1, calculer le produit (e* — 1)p(z).

En déduire que, pour tout z € C* vérifiant |2 < 1, on a p(z) = — T
e —
On admet ? dans la suite que asy,1 = 0 pour tout entier k > 1, et que ag = ;TB'
Les nombres b, = nla,, sont appelés nombres de Bernoulli.

B. Formule de Taylor
1

(1—-a)x
Dans cette question II.B, on fixe un entier naturel non nul p et on note :

Soit f la fonction défnie sur R par f(z) = ol « est un réel strictement supérieur a 1.

a—1"

g=aof +arf +-- +ag 1 [PV
Pour tout k£ € N*, on pose R(k) = g(k + 1) — g(k) — f'(k) de sorte que :
g(k+1) — g(k) = f'(k) + R(k).

I1.B.1 En appliquant & g la formule de Taylor avec reste intégral & ’ordre 2p, montrer qu’il existe un réel A tel que,
pour tout k € N*, |R(k)| < Ak~ Cpt+a),

I11.B.2 En déduire le développement asymptotique du reste :

+oo
=2 kia - (aof(”) +arf'(n) +azf’(n) + - +a2p—2f(2p72)(N)) +0 <nzp+1al) '
k=n

On obtient ainsi une valeur approchée de S(«) donnée par :
S Z B (aof )+ anf'(m) + an () + -+ 4z f D))

I1.B.3 Donner le développement asymptotique de R, (3) correspondant au cas o = 3 et p = 3.

2. c’était la question (c)
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