Lycée Jean Bart pc* Mathématiques 2025-2026

DS 2" : samedi 20 septembre

2h sans calculatrice

Le candidat encadrera ou soulignera les résultats.

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance & la clarté, & la précision et a la concision de la rédaction. Si
un candidat est amené & repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené & prendre.

Correction

Centrale 2011 - MP (Maths 1, partie I et II)

L’objet de ce probléme est de donner une approximation de la somme des séries de Riemann convergentes S(a) =
+oo too
1
Z — ol « est un réel strictement supérieur a 1. Pour cela, on étudie le reste Ly Ry(a) = Z Ta
k=n

n=1 S
Dans la premiére partie, on donne une premiére approximation du reste. Cette méthode se généralisant mal, on

utilise dans la deuxiéme partie une formule de Taylor pour obtenir simplement un développement asymptotique du
reste. L’inconvénient de cette méthode est qu’elle ne donne aucun controle de ’erreur.

Le sujet original contient une troisiéme partie (polynomes de Bernoulli et formule sommatoire d’Euler-Maclaurin,
cette formule donne le méme développement asymptotique mais avec une expression de l’erreur assez satisfaisante) et
une quatriéme partie (étude de maniére plus précise de ’erreur, pour conclure que les formules sommatoires étudiées
ne sont pas nécessairement convergentes).

Rappels et notations
On note |z] la partie entiére d’un réel z.
Soit (tn)nen €t (vn)nen deux suites réelles. On note v, = O(uy,) si :

IM eR, IngeN, VneN, n2ny = |v,| < Muy|.

I] Etude préliminaire

A. Convergence des séries de Riemann

I.A.1 Soit f une fonction réelle, définie continue et décroissante sur [a, +oo[, ou a € R. Montrer, que pour tout entier

kela+1,4o00[, on a
k

k+1
/k f@dr< k) < [ fa)da

k—1

1
I.A.2 En déduire la nature de la série de Riemann E — selon la valeur de o € R.
n
n=1

“+oo
1
En cas de convergence, on pose S(a) = Z —.
n

n=1
1
I.A.3 Pour tout réel o > 1, montrer que 1 < S(a) <1+ P
o —
Correction :
I.A.1 Pour k € N avec k > a + 1. Pour tout « € [k — 1, k] C [a,+o0[, comme f est décroissante on a : f(z + 1) <
k
f(k) < f(x), comme f est continue sur [k — 1, k] on peut intégrer 'inégalité, on a ainsi : fla+1)dz <
k—1

k k
/ flk)dz < (z) dz. Le changement de variable ¢ = z 4+ 1 dans la premiére intégrale donne alors
k—1 k—1

k+1 k
/ f@t)dt < f(k) < f(x)dz, qui est bien la formule demandée.
k k-1

1. On remarquera que, contrairement & ’usage, le premier indice du reste est n (et non pas n + 1)
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I.A.2 Tout d’abord si a < 0 alors (-%) ne tend pas vers 0 quand n — +oo (tend vers 1 si a = 0, vers 400 si
o < 0), ainsi ) - diverge grossiérement si o < 0.
Si @ > 0, alors la fonction  — - est continue et décroissante sur [1,+ocl, ainsi les inégalités de L.A.1

s’appliquent.

1
Soit n € N, notons S, Z Ta’ on somme les inégalités de I.A.1 pour k allant de 2 & n et on obtient(en
k=1

n+1 n
1
rajoutant 1 & tout le monde et en appliquant la relation de Chasles) : 1 +/ t—adt <S5, <1 +/ —dt.
2 1 n

. G 1 et 1 1 .
Sia€]0,1f, ona [, wdt = {WL = T—a)mtDe-T ~ {d—a)2e-1T njoo +00 (puisque o — 1 < 0).

Ainsi (S,,) est minorée par une suite qui tend vers +oo, on en déduit donc que lirf Sn = +00 et ainsi
n—-+0oo

> L diverge.

Sia=1,ona an 1dt =In(n + 1) — In(2) WS, o0 et on a encore que Y. -1 diverge.

n
Sia>1,ona [ Ldt = |:(170£1)t04—1:|1 = (17Q§na71 — (1Ea) =_L —W < —L-, on en déduit donc que

S <14+ 1 , ainsi (S,,) est aussi majorée, de plus elle est croissante (pour toutn € N, S, 11—S5, = n+1 >0),
elle est donc croissante par theoreme de la limite monotone, ie  -L- ~5 converge.
On vient donc de montrer que Z - converge si et seulement si o > 1.

I.LA.3 Pourtoutne N*ona:1<5, <1+ ﬁ (la premiére inégalité est immeédiate, la seconde a été démontrée
dans la question précédente), en faisant tendre n vers +oo on en déduit donc que : 1 < S(a) <1+ ﬁ

B. Premiére étude asymptotique du reste

Dans la suite du probléme, pour tout réel « strictement supérieur & 1 et pour tout entier naturel non nul n, on
pose R, ( Z o

1 1
I.B.1 En utilisant encadrement de la question I.A.1, montrer que R, (a) = W +0 (>
a—1)ne— n«

1
(1 —a)za-t’
intégral a 'ordre 2, montrer que, pour tout k € N* :

I.B.2 Soit f la fonction définie sur R* par f(z) = En appliquant & f la formule de Taylor avec reste

1 a 1
Flk+1) = f(k) = 5 — 5 1ag7 + 4
1
oil Ay, est un réel vérifiant 0 < Ay < %

1.B.3 En déduire que :
1 1 1
R (o) = ——F——+—+0 | ——
(@) (= 1)no—t T o T <na+1)

On pourrait répéter le procédé pour obtenir un développement asymptotique plus précis de R, (a), mais la partie
suivante va nous donner une méthode plus rapide.

Correction :

I.B.1 Pour N > n, on somme les inégalités de I.A.1 pour k allant de n & N et on obtient (en appliquant la

N+1 q N 1 N 4
relation de Chasles) : / t—adt < Z k—a(a) < / —dt.
n e

k=n =17
On a donc (calcul fait en 1.A.2) ! . Z .
n a donc (calcul fait en 1.A.2) : —
(¢ = ne=1  (a—=1)(N 4 1)1 k> = (a—=1)(n—1)>"1
1
7( N1 Les trois termes de I'inégalité converge quand N — 400, ainsi on peut faire tendre N — 400
o — o=
1 1
et on obtient : —————— < R, () <

(= 1)ne—1 —

On veut montrer que R, («) =

(a—1)(n—1)"1

W + n_>+oc(n%), ie on veut montrer que n® (Rn(a) — W) est

bornée.
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1
D’aprés  linégalité qu'on vient de montrer on a |n®|Ry(a) - ——— <
(a —1)na—1
a—1 -«
1 1 1
no =2 " —1) = 2 ((1-2) -1 =
(a—1)(n—1)1  (a— 1)1 a—1 n—1 a—1 n
n l-« 1 . .
- + o (=)) =14o0(1), ce majorant est convergent quand n — +oo donc est borné, ce
a—1 n n—+oo N,
qui montre bien que Ry () = gjma=r + (=)
n—-+oo

1.B.2 La fonction f est de classe C°° sur R . La formule de Taylor avec reste intégral a I'ordre 2 entre k € N* et

k+1 ¢
k+1 donne : f(k+1) :f(k)+f/(k)+%f~(k)+/k f 2()

Or pour tout z > 0, on a f'(z) = &, f/(z) = =% et [ (z) = O‘iiﬂ).

1 a1 ala+1) [F(k+1—1)2
e 9 patl + Ay ol Ay, = B /k fa+2
en utilisant que dans l'intégrale k <t < k+1,que: 0 < Ay < Q%O;tﬁ) fk—H k+1—1t)%dt < (;Scité) ka 1dt =

ala+1)
2ka+2

(k+1—1t)%dt.

On en déduit donc que :f(k+1) — f(k) =

dt. On a,

1
1.B.3 Pour tout k£ € N*, on a, d’aprés la question précédente, que T = fE+1)— f(k)+ =—— — Ay

De plus Y 7%, > ==+ convergent (séries de Riemann convergentes), il en va de méme pour Y. f(k+1)— f(k)
(série télescopique convergente puisque f(n) —+> 0) et pour > Ay (d’aprés la majoration de la question
n—-+0o0

précédente et du théoréme de comparaison des séries a termes positifs puisque > ka% converge). On peut
donc sommer cette égalité pour k allant de n & +oco et on obtient :

Rn(a):ff(n)Jr%R (a+1) ZAk

- : B 1
D’aprés la question I.B.1, on a R,(a+ 1) = s n—>+oo(W)'
De plus en sommant (tout le monde converge) l'inégalité 0 < Ay < oé(k‘fyﬁ) pour k allant de n & 400 on a :
1
0< Z Ay <2 (a + )Rn(a+2). Toujours en utilisant I.B.1, on a Ry, (a+2) = W—i— ) (=2=). On
n—-+oo

“+o0
en déduit donc que 0 < n**+! Z Ag <
k=n

1 1 1
alot1) + O (—=)], le membre de droite étant majoré
2 a+1l notoo'n

+oo 1

(par exemple car il converge) donc ; A = n%OqLoo(n‘;H‘l ).
=n

1 1 1

(a — 1)na—1 + 2ne n—>+oo(n0‘+1 )

Il en résulte que : R, (a) =

II] Formule de Taylor et nombres de Bernoulli

A. Nombres de Bernoulli

IT.A.1 Montrer qu'’il existe une suite réelle (a,)nen ayant la propriété suivante : pour tout entier p € N*| pour tout
intervalle non réduit & un point I et pour toute fonction complexe f de classe C*> sur I, la fonction g définie
par: g =aof +aif + -+ a1 fPY vérifie :

1
1 1 1
T /T C ) B R () R ) (p+1)
g0+ g+ g = f +> bipf
1=1

ot les b, sont des coefficients indépendants de f que I’on ne cherchera pas & calculer.

p+1

II.A.2 Montrer que ag = 1 et que pour tout p > 1, ap = — Z
i=2

En déduire que |a,| < 1 pour tout entier naturel p. Déterminer aq et as.

Ap41—i
il

II.A.3 (a) Pour tout z € C tel que |z| < 1, justifier que la série Z apz? est convergente.
peEN
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On note ¢(z) sa somme : p(z Zapzp

(b) Pour z € C tel que |z| < 1, calculer le produit (e — 1)p(z).
z

er — 1
On admet ? dans la suite que asr1 = 0 pour tout entier k > 1, et que ay =

En déduire que, pour tout z € C* vérifiant |z| < 1, on a ¢(z) =

=1
720"
Les nombres b,, = nla,, sont appelés nombres de Bernoulli.

Correction :

II.A.1 Soit p € N*. Soit I un intervalle non réduit a un point, f : I — C une fonction de classe C* sur I.

Posons g = Z akf(k), ot (ag,...,ap—1) € R? sont & déterminer (ils devront étre uniquement déterminés et
k=0
ne pas déprendre de f ni de D)-
() P a
On a : g ZZ k f(kﬂ) on ré-indexe cette somme double (on parcours les indices (j,k) en
j=1 =1k=0
diagonale, ie en parcourant les (l k)youl=Fk+ j , [ doit donc varier de 1 & 2n — 1 et & [ fixé k doit varier de
» 2p—11-1
0al—1) et on obtient Z Z
j=1 ! 1=1 k= o
P g
On garde en téte l'objectif et on coupe alors notre somme pour arriver 4 Z =
j=1 :
» -1 a 2p—1 -1 P _
! _ k) e (O 0
o+ (St ) X (St - e (X )f .
1=2 \k=0 l=p+1 \k= 0
P I+p—1 a
Z Z S — f (+p) (remarque : si p = 1 les deux sommes sont nulles par convention, de
—~\ & (I+p—k)
toute fagon pour p = 1, il est aisé de voire que ag = 1 convient, on va donc supposer p > 2).
-1
a
Pour avoir le résultat on voit qu'on doit poser a; = 1 et qu’on doit avoir Z (likk)' = 0 pour tout
70 °
=2
l € [2,p], ie on doit donc avoir a;—1 = — Z (likk)' pour tout ! € [2,p] ie (en décalant I'indice [ de 1 et en
k=0 ’
141
L. . . Al41—4 A .
ré-indexant) on doit donc avoir a; = — Z ——— pour tout ! € [1,p — 1], comme cela doit étre vrai pour
il
k=2
tout p, cela définit bien une suite (a,) qui de plus ne dépend d’aucun des autres objets introduit.
l+p—1
a
On pose ensuite b, = Z S B— pour avoir la formule escomptée. Ce qui montre que la suite définie
’ = (I4+p—k)
I+1 a
par ag = 1 et pour tout I € N*, q; = — Z l+'1 ' convient au probléeme.
=
Alternative : Montrons par récurrence sur p > 1 qu'il existe (ag,...,a,—1) € RP tels que :

I(brps -+ - bp_1,p) € RPTL/VF € C¥(I,C), ngakf verlﬁezg = f +Zbl FP)

Initialisation : pour p = 1 il suffit de prendre ag = 1, ainsi pour tout g = f et on a donc g’ = f/ et I’égalité
est vérifiée.
Comme c’est un cas un peu dégénéré, regardons aussi p = 2, pour g=f+af onag+39 =

f+ (a1 + )f” + 1a1f’”, on voit donc tout de suite que si a; = ; alors on a bien (et ce quelque soit
f:gd+43 “ = f'— 1" ce qui est I'égalité escomptée (avec by o = 71_
Héredité : Supposons le résultat vrai au rang p, on a donc 1 existence de (ag, . ..,ap—1) et de (b1p, ..., bp—1,p).
p— 1
Posons a, = —by , et pour f € C>°(I,C) notons g = Zakf( ) et h = Zakf(k) (cette fonction h est la
k=0 k=0

2. c’était la question (c)
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"fonction g de ’hypothése de récurrence"). On a g = h — blypf(p)

D ; p—1
h)
L’hypothése de récurrence donne Z — = f+ Z bl,pf(Hp). Ainsi :
J

j=1 77 =1
L G) P p0) 1 Pl e(ptj)
Sy e ST
P A S LR R L T

Par hypothése de récurrence on a donc :

p+1 ptl Fr+)

©) s
T s Za FERPED by fOHD) by, Z

=
1 J: =1

j:
On en déduit donc que :

p+1 p+1 i
bl,pf(p”)

(9) p
g (I+p) (k-+p+1)
- + b Py — ; - -
f Z Lpf @ +1) Z)ka > 7l

.
=1 7 i=2

On voit ainsi que dans le membre de droite il n’y a que f’ et les dérivées d’ordre supérieur & p + 2 de
b @

f qui apparaissent et que les coefficient devant ces dérivées sont indépendantes de f, ie que Z g
j=1 :

i+ Z bipi1 fEHPTY ] ce qui est bien la forme désirée, ce qui termine ’hérédité et la récurrence.
1=1
II.A.2 Soit (a,) une suite répondant & la question précédente, montrons que c’est celle qu’on a trouvé (ie montrons
Punicité de cette suite (a,).
g(])

Soit p € N*, il existe donc des coefficients b; ,, tels que pour toute fonction f de classe C* on ait : Z S
4!

=1

p—1 -1
fl+z b, f(p+l) Or le calcul de la question précédente montre que Z =apf’ +Z ( 7 ikkﬂ) f(lH—

1 j=1 ! 1=2 \k=0
p—1 /l+p—1
S — GO
— (l+p—k)

p -1 +p—1
On en déduit donc que 0 = (ag — 1)f" + Z (Z = ) O 4 Z (( Z l—|—zk—k;)|> _ bl,p> FU+p)

1=2 \k=0 k=0
Cette égalité doit étre vérifiée pour tout f, en partlcuher pour f x — 2P, on doit donc avoir : 0 =

p -1 |
a . . .
(ap — VpzP~t + E ( g k ) P xP~1, or un polynome est nul ssi tous ses coefficient sont nuls,

— ) — !
2N\ 1) -0
(S
ce qui montre que ag = 1 et que pour tout I € [2,p] on a Z (likk)' = 0, la suite (a,,) coincide donc bien
=0 :
avec celle trouvée a la question précédente.
On trouve directement que a; = =3¢ = ZL et ap = =9+ + =20 = 1 — L = 4.

Reste & montrer que : pour tout p € N, |a,| < 1. Procedons par récurrence forte : C’est le cas pour ag (et
méme a; et az qu'on vient de calculer), supposons que pour un p € N fixé on a, pour tout k& € [0,p] que

p+2 a p+2 la | p+2 1 p+2 1
_ p+2—1 , . p+2—1 s _
lag] < 1, comme apy1 = Ziﬂ on en déduit que |ap+1| < Ziﬂ < Z i Z z' 2,
i=2 i=2 i=2 i=0
n
or Z = est une suite croissante qui converge vers e, elle est donc majorée par e, on en déduit donc
=)
p+2
que Z 5 est majoré par e — 2 qui est bien plus petit que 1, ainsi |a,+1| < 1 et notre propriété est bien
1!
i=2
héréditaire.

On a bien montré, pour tout p € N, que |a,| < 1.

I1.A.3 (a) Soit z € C tel que |z| < 1, on a |ayzP| < |2|P, or D |2|P (série géométrique de raison |z| < 1), ainsi, par
théoréme de comparaison, Y a,z? converge absolument donc converge.
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Zn
(b) Soit z € C tel que |z| < 1, les série Z — et Z apz? convergent absolument donc le produit de Cauchy
n>1 : p>0
—+oo

> w, de ces deux séries converge aussi absolument et (e* — 1)p(z) = an, or pour tout n > 1,

n_l
B n Zk ek n Ak > 5 an k n & N
wn*ZHan—kZ = Z k! 2", or sin onawy = |ap— 1+Z 2" =0 (d’apres
k=1

k=1 k=2

+oo
II.LA.2) et w1 = a9 = 1, ce qui montre que an = 2, il en résulte (puise ¢* # 0 pour z tel que
n=1

|z| < 1 puisque ’exponentielle ne vaut 1 que pour les complexes de la forme 2ikw pour k € Z) donc que
z

90(2) — e —1°
(c) (question enlevée). Pour z € R tel que |z| < 1onap(z)—a1z = p(x)+35 =
—+oo
est une fonction paire, or p(z) —ajxz =1= Zakmk, par unicité du DSE on en déduit asg1 = 0 pour
k=2

z(14e”)
2(er—1)"

ainsi x — ¢(x)—arx

tout £ > 1.

Pour le calcul de a4 on peut, au choix, utiliser la formule de récurrence ou un DL de ¢ en 0 et on trouve
-1

ayq4 = 750 -

B. Formule de Taylor

1
(1—a)ze—1’
Dans cette question II.B, on fixe un entier naturel non nul p et on note :

Soit f la fonction défnie sur RY par f(z) = ol « est un réel strictement supérieur a 1.
g=aof +arf + - +ag 1 [,
Pour tout k € N*, on pose R(k) = g(k + 1) — g(k) — f'(k) de sorte que :
g(k+1) — g(k) = f'(k) + R(k).

II.B.1 En appliquant & g la formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre 2p, montrer qu’il existe un réel A tel que,
pour tout k € N*, |R(k)| < Ak~ pta),

11.B.2 En déduire le développement asymptotique du reste :

+oo
= i == (a0 )+ @1 () + @af () 4+ a2 f O D)) 4O (ni) .

On obtient ainsi une valeur approchée de S(«) donnée par :

n—1
Sn,2p—2(a) = 1o (aOf(n) +aif'(n)+aaf"(n) + -+ agy_o f P2 (”)) :

ka
k=1

I1.B.3 Donner le développement asymptotique de R,,(3) correspondant au cas a = 3 et p = 3.

Correction :

I1.B.1 Comme g est de classe C* sur ]0, +00, on peut appliquer la formule de Taylor avec reste intégrale a ’ordre

g(w KL 241 ()
2p & gentre k € N* et k+ 1 et on a: glk+1) / W(k’—f—l—t)gpdt.
D)!

On utilise alors le résultat de IL.A.1 et on a l'existence de coeﬂiments b, tels que : g(k + 1) — g(k) =

2p 1 k‘-‘rl 2p+1(t)

by 2P0 (K / I (k41 —1)%dt,

Z o k (2p)! ( )
Or pour tout z > 0, f'(x) = =%, ainsi pour tout ¢ > 2 et = > 0, f@(z) = 7‘1(7“;1);(1'(,71“*‘“2) =
(—1)7- 1a(a+1)+(a;rq 2)

2p—1 k41
) B ala+1)... (a+2p+1—-2) 1

On a donc : R(k) = Z bp(— a+2pHi—1 + (217)!/16 k + 1 —
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11.B.2

11.B.3

£)% (—1)2pt1-1 ala+1)...(a+2p+1-2)

dt.
ta+2p
On majore maintenant |R(k)| avec Ulinégalité triangulaire, pour cela on utilise que
2p—1 2p—1
— ) ala+1)...(a+2p+1-2) 1 & p elatl) . (at2p+l-2) A
Zl ka+2p+i-1 - k2pta Z'l’p| ki1 - k2pta
2p—1

oil on a posé¢ A; = Z biplo(e+1) ... (+2p+1—2) (en effet pour [ > 1 on a 75 < 1). On remarque

que A; ne dépend qu:e de f (ie de ) et de p et ne dépend pas de k.

1k 1)... 2p+1—2
On  utilise aussi  que 2 / (k+1—t)%.(—1)%+1-1 ala+1) tgi;; P+ )dt =
P): Jk
... op—1) [FF(k+1—1t)2
oo+ )(2(;1'+ P )/ ( —:+2p) dt. Or si t est comprisentre ket k+ 1 alors 0 < k+1—-t<1
D): k «
et =tz < arsp- Ainsi, en posant A % (ne dépend pas de k, on trouve
1k ) ala+1)...(a+2p+1-2) A
_ D (_1)2r+1-1 2

Il en résulte, en posant A = A; + A, (indépendant de k), que pour tout k € N* : |R(k)| < kl;‘%zp, qui est
bien ce qui était demandé.

Le cas p = 1 a déja été fait en 1.B.1 (et I’expression de la formule de cette question pour p = 1 ne me semble

pas claire). Supposons donc p>2.

Pour k € N*, f'(k) = 75, on somme alors legahte glk+1)—g(k) = f'(k) + R(k) pour k allant de n > 1 &
N

N > n et on trouve (télescopage) : —+ Z R(k) = g(N + 1) — g(n).

k=n
La question précédente montre que ZR( ) converge absolument donc converge par comparaison avec la

série de Riemann convergente » de plus en sommant cette méme inégalité pour k allant de n a +oo

W’
“+oo
(possible car les deux membres sont convergents) on a Z R < AR, (2p+ «), en utilisant la question I.B.1
k=
= A 1 ’ = 1
on a alors Z R, < 3+ DjnZrra-T + O(n2p+a ). Ceci montre que Z Ry, = O(W)

k=n k=n
Comme pour tout g € N, f(‘Z)(x) —+> 0, on en déduit que g tend aussi vers 0 en +oc.
Tr—r+00

On fait tendre N vers oo dans P’égalité au dessus et on trouve R, ( Z R(k = —g(n) +

1
O(—pra=1)-
Ona R,(3) = —aof(n) — arf'(n) — azf"(n) — azf"” (n) — as f®(n) + O(5s)-
Or f(n) = 55, ['(n) = 7, f"(n) = 73 et f""(n) = ;2 et fW(n) = 2.

De plus on a déja calculé que : ag =1, a1 = =, as = 112, az =0 et as = .
On en déduit donc que Ry, (3) = 525 + 507 + 41 — o+ O(K).

nt

Ce qui est la formule demandée.
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