Lycée Jean Bart pc* Mathématiques 2025-2026

DNS 2 : pour le mercredi 8 octobre

Le candidat encadrera ou soulignera les résultats.
N.B. : le candidat attachera la plus grande importance & la clarté, & la précision et a la concision de la rédaction. Si
un candidat est amené & repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené & prendre.

Correction

Exercice 1 (Probléeme : Séries de Pile ou Face).
Soit n € N*. On effectue une succession infinie de lancers indépendants d’une piéce donnant pile avec la probabilité
p €]0, 1] et face avec la probabilité ¢ = 1 — p. On va s’intéresser dans ce probléme aux successions de lancers amenant
un méme coté. Pour décrire la succession de n lancers, on introduit la notion de séries de lancers amenant un méme
coté et on parle de longueur d’une série. Ainsi, la premiére série est de longueur m € [1,n—1] si les m premiers lancers
ont amené le méme coté de la piéce et le (m + 1)-iéme autre coté, et de longueur n si les n lancers ont amené le méme
coté de la piéce. Si la longueur de la premiére série est égale & m < n, la deuxiéme série commence au (m + 1)-iéme
lancer et se termine au lancer précédant un changement de coté s’il y a au moins un deuxiéme changement de coté au
cours des n lancers, sinon on dit qu’elle est de longueur n — m. On peut définir de méme les séries suivantes.

), désigne ’ensemble des successions de pile ou face au bout de n lancers. Pour i € N*, on note P; I’événement
« le i-iéme lancer améne pile » et F; I’événement contraire.

Les parties sont indépendantes.
Partie A : Etude des longueurs de séries

On considére dans cette sous-partie que m € N* et k € N*.
A.1) On note L; la longueur de la premiére série.

a) Déterminer L;(€),) (ensemble des valeurs prises par Ly).
b) On suppose que m < n. Exprimer I’événement (L; = m) a l'aide des événements P; et F; pour 4 entier
naturel variant entre 1 et m + 1. En déduire la probabilité de I’événement (L = m).

c) On suppose maintenant que m = n. Exprimer I’événement (L; = n) a 'aide des événements P; et F; pour
i entier naturel variant entre 1 et n. En déduire la probabilité de ’événement (L; = n).

d) Vérifier que Z P(L; =m)=1.
m=1
A.2 On note Ly la longueur de la deuxiéme série, s’il y en a une, et on pose Ly = 0 s’il n’y a pas de deuxiéme série.
a) Déterminer Lo (£2,,).
b) On suppose que m+k < n. Exprimer ’événement (L1 = m)N(Le = k) a aide des événements P; et F; pour
i entier naturel variant entre 1 et m + k + 1. En déduire la probabilité de I’événement (L1 = m) N (Ly = k).
c) On suppose que m + k = n. Exprimer I’événement (L; = m) N (Ly = k) a l'aide des événements P; et F;
pour i entier naturel variant entre 1 et n. En déduire la probabilité de I’événement (L; = m) N (Ls = k).
d) En déduire la valeur de P(Ls = k) pour k € [1,n — 1].
e) Calculer P(Ly = 0)

Partie B : Etude du nombre de séries lors de n lancers
On considére dans toute cette sous-partie que la piéce est équilibrée, c’est-a-dire que p = 1/2. On suppose que 'on
effectue n (n > 3) lancers indépendants et on note Ny, le nombre de séries lors des k premiers lancers (k < n).

Par exemple, si on prend n = 11 et si les lancers successifs donnent : FFPPPPFFPPP (F désignant face et P pile),
on a pour une telle succession w € Q17 : Ni(w) = Na(w) = 1, N3(w) = ... = Ng(w) = 2, Ny(w) = Ng(w) = 3 et
Ny(w) = ... = Ni11(w) = 4. On admettra que pour tout k € [1,n], Nj est une variable aléatoire sur €2,,.

B.1) Déterminer les lois de N1, No et N3 et donner leurs espérances.

B.2) Déterminer N,(€2,), puis calculer les valeurs de P(N,, = 1) et P(N,, = n).

B.3) Fonctions génératrices de N,

n
On pose, pour n € N* et pour s € [0,1], G,,(s) = ZIP’(Nn = k)s*.
k=1

a) Pour s € [0,1], comparer I'espérance de la variable aléatoire sV avec Gy, (s).
b) Que représente G (1).
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¢) Montrer que pour tout n > 2 et pour tout k € [1,n] on a :
1 1
P((N, =k)NP,) = §P((Nn,1 =k)NP,_1)+ iP((Nn,l =k—-1)NF,_1).
On admet que I'on obtiendrait de méme :

P((N, = k)N F,) = %}P’((Nn_l = k)N Fp_y) + %}P’((Nn_l =k—1)NPoy).

1
Montrer alors que P(N,, = k) = -P(N,,—1 = k) + §]P’(Nn_1 =k-1).

d) Soit n > 2. Montrer que Gy,(s) = £2G,_1(s).
Calculer G1(s) et en déduire que G, (s) = (%)n_l s.

e) Déterminer le nombre moyen de séries dans les n lancers.

Correction : Cest le probléme 2 de CENTRALE TSI 2015
A1) a) Ona: Li(Q,) ={1,--- ,n}.
b) Casoum<n:0Ona(Ly=m)=(PN---NP,NF,1)UF1N---NEFyNPpyr).
(L1 = m) est la réunion de deux événements incompatibles. Donc la probabilité de (L; = m) est la
somme des probabilités de ces deux événements. Les lancers étant indépendants, on a P(PyN---N P, N

Frg1) =pmqet "(Fy N - N Fp N Pryt) = q"p.
Donc P(L; = m) = p™q + ¢"p.
¢) Ona (Ly :n):(Plﬂ---ﬂP) (F1N---NF,). Avec les mémes arguments on a P(L; = n) = p” +¢".
n l_pnfl l_qnfl 1
d 3 n: 1_ n—
)mZ:I Zp q+Zq p+p"+q" T e e p(l—p" )+

q(1—q" " +pp" +qq 1—p+q:1~

a) Ona: Ls(92,) ={0,1,--- ,n—1}.

) Casoum+k<n Ona(li=mnNLe=k)=FP1N---NP,NEpi1N--NFpyrNPpygyr)U

(F1N-NFpNPpi1 NN Py N Frpggr1). Ainsi (mémes arguments qu’en A.1.b)) on a: P((L =

m) N (Ly = k) = p"q*p+q"p"q = p™Hq" + ¢ Hph.

c) Casoum+k=nOna(Li=m)N(Ls=k)=(PiN---NP,NFpiiN-- mFm+k)u(Flm---mFmﬂ
Prs1 NN Ppyy). Ainsi (idem) : P((Ly = m) N (Le = k)) = p™¢" + ¢™p*.

d) Les événements (L = m) pour m variant entre 1 et n forment un systéme complet d’événements. La
formule des probabilités totales donne alors : (L2 =k)=> 1 _P(Li =m)N(Ly = k)).
Sim+k>nalors P((Ly =m)N(Ly = k)) =
Sim-+k=n,iesim=mn—kalors P(L; = ) (Lo = k)) = pq* + q¢mpF = p"~Fgk 4 ¢ FpF.
Sim+k<n,iesim<n—kalors P((L1 =m)N(Ly = k)) = p" gk + gmH1pk.

On a donc P(Ly = k) = 32" kl Lpmttgh 4 gmtlpk 4 pn—kgk 4 gn—kyk _p2qk1 11" kot tq2phl=e - e

pn k k+ n—kpk _p2qk: 1(1 pn k— 1)+q2 k— 1(1 qn k— 1)+pn k k+qn kp =p qk 1 pn k+1qk—1+

q2pk 1 qn—k+1 k— 1+pn k k+qn kp _qu 1+q2pk 1+pn k k 1( +q) qn kpk—l(_q+p)_

e) On aP(Ly =0)=P(L; =n) =p" + ¢".

Remarque On peut vérifier que szé P(Ly=k)=1.

B.1) On a N1(21) = {1} et P(N; = 1) =1, ainsi E(N;) = 1.

On a NQ(QQ) = {1 2} et P(NQ = ) = P((Pl N PQ) (Fl N F2)> = p2 + q2
P(PLNF)U(FINP))=pg+qp = 2pq = % (on peut vérifier que p? + ¢ + 2pq =
E(N2) = 5 +25 = 3.

On a enfin N3(Q3) = {1,2,3} et P(N3 = 1) = P(PLN PN P) U (FL NN Ey)) =p° + ¢ = 1,
P(Ng = 2) :]P((Pl ﬂPQﬂFg)U(Fl ﬂF20P3)U(PlﬂF20F3) (Flmpszg)) = 2p q+2q p= % et
P(N; =3) =P(PLNF> N Ps) U (Fy N PN Fy)) =p*g+¢*p =1 (on peut vérifier que p? + ¢® + 2p*q +
2¢°p + p*q + ¢°p = p° +3p2q+3pq2 +¢@=(p+q)?= ) Ams1 E(Ng) 1to2l43l=2
B.2) Ona N, () ={1,---,n}. Ainsi P(N,, = 1) = p"+¢" = 5, on a aussi que ]P’(N n) =plzlgn-13] 4
glzlpn—lzl = 2n,1 (on peut aussi séparer en n paire/impaire).

B.3) a) Le théoréeme de transfert dit que si X est une variable aléatoire de valeurs distinctes x, k variant
de 1 & p et f une fonction définie sur 'image de X alors E(f(X)) = > 7_; f(2x)P(X = z}). Prenons

X = Ny, o, = k, k variant de 1 an et f: 2 +— s%. Il vient : E(sV) = E(f(X)) = >, f(2x)P(X =

zp) =Y py SFP(N, = k).

Ainsi, pour s € [0,1], G,,(s) = E(sY).
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b)

c)

Pour s € [0,1] on a (G, est polynomiale donc dérivable) : G, (s) = Y ,_, P(N,, = k)ks*~1 donc

GL(1) = Xy kP(Ny = k) = E(Ny).

Ona(N,=k)NP,=(Ny,=kNP,NP,_1)U((N, =kENP,NF,_1), réunion de deux événements

incompatibles (P,—1 et F,_; formant un systéme complet). Donc P((NV, = k) N P,) = P((N,, =

kNP, NP, 1)+P(N,=kNP,NF,_1).

Montrons que (N, =k)NP, NP1 =(Np—1=k)NP,_1 NP, :

— Siw € (N, =k)N P, N P,_; alors les deux derniers lancers dans w étant identiques, ils font partie
de la méme série. Donc avant le lancer n, il y a le méme nombre de séries qu’aprés le lancer n, donc
Ny—1(w) =k, donc w € (Ny—y = k)N Py N Py

— Réciproquement, si w € (N,—1 = k) N P,_1 N P, alors les deux derniers lancers étant identiques,
le nombre de séries ne changent pas entre le lancer n — 1 et le lancer n, donc X, (w) = k, donc
we(N,=k)NP,NP,_1.

Par un raisonnement analogue on a (N, = k)N P, NF,_1 =(Np,_1 =k—1)NE,_1 NP, (siles deux

derniers lancers sont différents alors une nouvelle série se créé).

On en déduit donc (indépendance des lancers) : P((N,, = k)NP,NP,_1) = P((N,—1 = k)NP,_1NP,) =

P((Np—1 = kN P,_1)P(P,) et de méme P(N,, = k)N P, NEF_ 1) =P(Npo1=k—-1)NF,_1NE,) =

P((Np—1 =k —1)NF,_1)P(P,).

Ainsi P(N,, = k)N P,) = %P((Nn_l =k)NP,_1)+ %P((Nn_l =k-—1)NE,_1).

On utilise la formule des probabilités totales (avec le systéme complet d’événe-

ments (F,,P,) et avec le sce (Fn_1,P-1)) @ PN, = k) = P(N, = k)n

P,) + PN, = k)N EF,) = (éIE”((Nn 1=k)NP,_q)+ P((Nn,l =k-1) ﬂFn,l)) +

(1%P((Nn,1 =k)NF,_1)+ %P((Nn,l =k—-1)N Pn,l)) % (P((Np—1=k)NPy_1)+P((Np—1 =k)N H

5 (P(Np1=k—=1)NF, 1) +P((Ny1 =k —=1)N P,1)).

Ainsi : P(N, :k):l(anzk) l(an:k;—l)

Soit n>2. On a Gu(s) =Y P(N, =k)s" = 2 (7 P(Np—1 = k)sF + 30 P(Npqg =k — 1)s").
Comme P(N,,— 1) n) = O ona Y p_ P(N, 1 =k)s* =31 P(Ny_1 = k)s* = Gpi(s).
Comme P(N,, 1 =0) =0, 0on Y3 P(N,, 1 =k —=1)s* =30 PN, 1 =k—1)s" =37 | P(N, 1 =

J)sitt = an_l( )-

Donc Gy (s) = 3Gn_1(s) + 35Gn_1(s) = L2Gp_1(s).
Ainsi G1(s) = P(N; =1)s = s.

La suite (G, (s))nen est une suite géométrique de raison 1=, Donc Vn € N*, G, (s) = s (—)
Soit n > 2. Cette question demande de calculer E(N,,) ie, d’aprés B.3). b) de calculer G7,(1).

D’aprés la question précédente, G7, (s) = (lgs)n_1 +s(n—1)L (H=)" *. Ainsi G (1) = 1+ (n— )3 =
n+l
.

Remarque : Pour n = 2, on retrouve bien E(Ns) = 2 et E(N3) = 2 de la question B.1).

Exercice 2 (Fonction de répartition).

On étudie dans cet exercice la fonction de répartition d’une var X sur un espace probabilisé ({2, 4, P).

Définition : La fonction de répartition de X est la fonction Fx : R — R définie par Fx(z) = P(X < z).

1° Résultats généraux (X suit une loi discréte quelconque). Démontrer les assertions suivantes.

a) Fx est croissante.
b) lim Fx(z)=0et lim Fx(z)=1.
T—+00

) T——00
c) Fx est continue & droite en chaque réel.
d) Fx posséde une limite & gauche et a droite en tout zo € R et lim Fx(r) — lim Fx(z) =P(X

z—ad Ty
2° Propriété fondamentale de la fonction de répartition.
a) Que dire de Fx et Fy lorsque X et Y ont méme loi ?
b) Montrer que (Fx = Fy) implique que X et Y ont méme loi.

3° Une utilisation de la fonction de répartition : la loi du max de deux var indépendantes.

ZL'()).

a) Soit X et Y deux var indépendantes sur (2,4, P). On pose Z = max(X,Y). Démontrer que Z est une var.

b) Déterminer Fz en fonction de Fx et Fy.
c) Déterminer Fx puis Fz et enfin la loi de Z lorsque X ~ G(p1) et Y ~ G(p2).
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Correction :
1° a) Conséquence immédiate de la croissance de PP par rapport a 'inclusion puisque (z <y) = (X <z) C (X <
Y)-
b) Tout d’abord l’existence de ces limites : d’aprés a) Fx est croissante et, comme est bornée puisqu’a valeurs
dans [0, 1], les limites de cette fonction existe par convergence monotone.
Pour le calcul on utilise le critére séquentiel : Eg Fx = nll)rfoo Fx(n). Or (X < n)pen est une suite croissante

+oo +oo

d’événements donc, par continuité croissante, lim Fx(n) =P U (X <n)| =1car U (X <n)=%.
norhee n=0 n=0

Pour la limite en —co on procéde de méme mais avec la suite décroissante des événements (X < —n),en-

c) Soit zo € R. Montrer la continuité a droite de Fix en g c’est justifier I'égalité hm Fx(x) = Fx(xo).
£—>.IJ0

On sait que Fx (2] ) existe (car Fiy est monotone et bornée), Ainsi de part le critére séquentiel (Fx (zg + 1))
converge vers Fy(z). Or la suite des événements (X < 2 + 1) est décroissante donc par continuité
+oo

1 1 1
décroissante de Pon a lim P(X < x4+ — ) P <ﬂ (X <z + )) ie hm Fx(xzo+ —) =P(X < x).
n—-+o0o n—0 n n—+ n

D’ou lim Fx () = Fx(z0) ie Fx est continue & droite en x.

14)130
Conclusion : F'x est continue & droite en chaque réel.
Remarque : Si on note X () = {z,,n € N} avec 29 < 21 < ... (cas ou le support est infini et minoré),
on a F'x constante sur [z,,x,+1], ainsi Fx est continue sur R\ X (Q) et est continue a droite avec limite
a gauche en tout point de R. Cette démonstration est cependant problématique si le support posséde des
points d’accumulations (par exemple en 0 dans le cas ou X () = {n,n e N*}).

d) Pour les mémes raisons Fy (z, ) existe et Fx(z,) = lim Fx(zo— —

——+o00 )
Comme avant avec les suites des événements (X < xp — 1) et (X < x + 1) qui sont respectivement
croissantes et décroissantes pour avoir hm Fx —limFx = P(X < z9) — P(X < zp) d’ou la conclusion
$ T,
4o 0 0
1
(remarque : on a U (X <zp——) = (X <m)).
n=0 "
2° a) Comme Fx(z) =P(X <zx) = Z P(X =k) = Z P(Y = k) car X et Y ont méme loi, on a
keX(Q), k<z keY (Q), k<
Fx = Fy.

b) Conséquence de 2° d). Pour tout x € X(Q2) on a P(X = z9) = P(Y = z), ce qui montre aussi que
X(Q)=Y(Q). Ainsi X et Y ont la méme loi.
Conclusion (a) et (b) : La fonction de répartition caractérise la loi d’une VAR.
3° a) Il s’agit de montrer que pour tout k € Z(Q), Z~1({k}) € A la tribu de I'espace probabilisé sur lequel on
travaille.
Soit ke Z(Q), Z7'{k}) = (Z=k)=(X=kNY <k)U(X <kNY =k). Comme (X = k) = X'({k})
est un événement car X est une VAR et que (Y < k) = Uyey (), o<1 (Y =€) est pour les mémes raisons une
union (au plus dénombrable) d’événements, on obtient (X = kNY < k) € A. De méme pour (X < kNY = k)
et par stabilité par union il suit que Z~!({k}) € A.
Conclusion : Z = max(X,Y) est une VAR.
b) Soit z € R, on a (Z < z) = (max(X,Y) < z) = (X < z)N (Y < z)) (double inclusion pour vous en
convaincre si nécessaire).
Ainsi Fy(z) = Fx(x)Fy (x) par indépendance de X et Y.
Conclusion : Si X et Y sont indépendantes alors Fi.x(x,v) = Fx Fy.
c) D’aprés le travail fait avant on trouve que Fx est nulle sur | — oo, 1[ puis que, pour tout > 1 :
= 1— g )
Fx(z) =P(X <x) Z]P’ = 11—7(]1:17(]1 avec q1 = 1 — py.
On peut se contenter de calculer Fz sur N* = Z(Q) pour déterminer la loi de Z. D’aprés b), de I'indépendance
de X et Y suit Fz(k) = (1 —¢¥)(1 — ¢5). Comme (Z =k) = (Z <k)N(X <k—1) car Z(Q) C N, on en
déduit
P(Z=k)=Fz(k) = Fz(k=1)=1—qf —¢5 + (@2)* =1+ +a5 ' = (@e)" " =piy ' +p2as ' —
(0192)" 1 (1 = q1q2).
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Exercice 3 (Lemme de Borel-Cantelli).
Soit (€2, .A,P) un espace probabilisé. Soit (A, ) une suite d’événements. On note A l’ensemble des w €  qui appar-
tiennent & une infinité de A,,.
+oo +oo
1° Posons limsup 4,, = ﬂ U Ay, prouver que A = limsup A,, et que A € A.
n=0 k=n

2° Montrer que si la série Y P(A,,) converge alors P(A) = 0.

3° Une application : Soit o €]1,4+00[ et (Z,,)nen+ une suite de var indépendantes telles que Z,, suit la loi de Bernoulli
de paramétre n% Montrer que I’événement « la suite des (Z,,) est nulle a partir d’un certain rang » est quasi-certain.

Correction :
1° Une partie de N est infinie si et seulement si elle n’est pas majorée, ainsi w € A si et seulement ’ensemble
{n € N|w € A, est infinie ssi il n’est pas majoré, on a donc :

“+o00o +oo
weA—VYneN Fk>n/we i —wce ﬂ UAk

n=0k=n

Ce qui montre le résultat (et que A est bien un événement)

2° Posons, pour n > 0, B, = U Ap. Ainsi (B,,) est une suite décroissante d’événements donc, par conti-
k>n

nuité décroissante de P : ]P’(ﬂ B,) = lim P(B,), ie. P(limsup4,,) = P U Ay |. Par sous-additivité

n—-+oo
n=0 k>n
—+o0
P U Ap | < Z P(Aj) qui, en tant que reste d’une série convergente, tend vers 0. La conclusion suit.
k>n k=n+1

3° Posons A, = (Z, = 1), ainsi (somme de Riemann) Y P(A4,) converge, ainsi d’aprés 2° la probabilité qu’une
infinité de A,, se réalise est nulle, il n’y a qu’un nombre fini de A,, non négligeables. Soit ng le plus grand indice
tel que A,, ne soit pas négligeable. Alors (Z,,)n>n,+1 €st constituée d’événements négligeables ie. « la suite des
(Z,,) est nulle & partir d’un certain rang » est quasi-certain.

Exercice 4 (Lemme de Borel-Cantelli, suite).
Avec les notations de I’exercice précédent. On suppose maintenant que la série ZP(An) est divergente et que les les
événements (A, )nen sont mutuellement indépendants.

n
1° Montrer pour x € R que e* > x + 1 puis en déduire, pour tout entiers m < n, que P < ﬂ Ak> <

k=m
exp (— Z]P’(Ak)> .

2° Montrer que P(A) = 1.

Correction :

1° L’inégalité sur I'exponentielle est immédiate (par exemple via une étude de fonction). L'indépendance des A,
implique celle des A,,, donc la probabilité du membre de gauche se réécrit comme un produit.

On a ]P’(ﬂ Ak> = H IP’(/T;C) = H 1 - P(Tk), en appliquant l’inégalité : ]P’(m Ak> <
k=m k=m k=m

k=m
n

H exp (—P(Ax)) = exp ( Z ]P(Ak)>'
k=m

k=m
2° Comme la série ZIP’(AH) est divergente et qu’elle est a termes positifs on a »_;_  P(Ay) qui tend vers 400

quand n — +oo, ainsi d’aprés la question précédente IP( ;:Oom Tk) = 0, en utilisant la sous-additivité (une

réunion d’événements de proba nulle est encore de proba nulle) on a P(A = 0, d’ou le résultat.
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