Lycée Jean Bart pc* Mathématiques 2025-2026

DS 3 : samedi 11 octobre

4h sans calculatrice

Le candidat numérotera ses pages, il encadrera ou soulignera les résultats.

N

.B. : le candidat attachera la plus grande importance & la clarté, a la précision et & la concision de la rédaction. Si

un candidat est amené & repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené & prendre.

Correction

Exercice 1 (proche du cours et/ou des TDs).

10
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30

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes et de loi G(p) ou p €]0, 1.

(a) On pose Z = max(X,Y). Déterminer la loi de Z.
(b) Z est-elle d’espérance finie 7 (Penser 4 majorer Z par ...)
Des personnes se transmettent une information. Chaque personne transforme 'information regue en son contraire
avec une probabilité p €]0, 1], et la transmet fidélement avec la probabilité ¢ = 1 — p. On note, pour n € N*, p, la
probabilité que la n-iéme personne regoive I'information non déformée (cela ne signifie pas nécessairement qu’elle
la transmettra fideélement ni que la (n — 1)-iéme personne ai transmis fidélement le message qu’elle a regue). Ainsi
P1 = 1.
Notons A,, I’événement « la n-iéme personne recoit 'information non déformée »et B, ’événement « la n-iéme
personne transforme le message qu’elle a regue ».
(a) Exprimer, pour n € N*, p,,+1 en fonction de p,.
(b) En déduire que la suite (p,) est arithmético-géométrique !, puis exprimer p,, en fonction de n et de p.
(c) Calculer lim p,. Que remarque-t-on?

n—-+oo

On considére une urne qui contient deux boules noires et une boule rouge dans laquelle on effectue une infinité de
tirages successifs et avec remise. On définit E I’événement « on obtient au moins une boule rouge ». On souhaite
calculer P(F) par trois méthodes différentes, pour cela, on note pour tout n € N*, A,, ’événement « on obtient la
premiére boule rouge au n-iéme tirage », B, 1’événement « on obtient au moins une boule rouge au cours des n

premiers tirages »et C, ’événement « on obtient n boules noires au cours des n premiers tirages ».
(a) Calculer pour tout n € N*, P(4,), P(C,) et P(B,).
(b) Exprimer F a laide des événements A,,, pour n € N* et en déduire P(E).
(c) Exprimer F a Paide des événements B,,, pour n € N* et en déduire P(E).
(d)

)

Exprimer E & 'aide des événements C,,, pour n € N* et en déduire P(E).

Correction :

1° (a) On a vu plusieurs méthodes en TD. On pose g =1 —1p
Tout d’abord Z(Q) = N*. Puis pour k¥ € N*, on a (un max est plus petit que k si et seulement si tous les
éléments qui composent ce max sont plus petit que k) : P(Z < k) =P(X <k)NY <k)) =P(X <k)P(Y <
1

k k
. 1—g"
) —1, _ 0 _ _ k
k) (par indépendance de X et Y, or P(X < k) ;_1 P(X ;_1 ¢ p=p g_ q- = p?q =1-—4",
de méme P(Y < k) =1 —¢*. Ainsi P(Z < k) = ( — g%
Or, comme Z est & valeurs entiéres, on a P(Z = k) = P(Z < k) —P(Z < k—1), ainsi P(Z = k) =

(1—-¢")? =1 g2
Alternative : On peut aussi utiliser que : (Z = k) = (X =k)NY <kHUX <k)nY =kUX =
k)N (Y = k) (attention & bien avoir des réunions disjointes).

(b) On a Z = max(X,Y) < X +Y puisque X et Y sont positifs. Comme X et Y sont d’espérance finie il en
va de méme pour X + Y, on en déduit donc (théoréme de comparaison des SATP) que Z est d’espérance
finie.

1. au cas ou, aprés simplification, on trouve, pour tout n € N*, que pp+1 = (1 — 2p)pn +p
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2° (a) D’aprés ’énoncé, pour tout n, on a P(A,,) = p,, P(B,) = p et que les événements B,, sont indépendants
de tous les autres (en particulier des Ay et des Ay pour tout k).
Pour que la (n+ 1)-iéme personne regoive la bonne information il faut soit que la n-iéme la regoive aussi et
la transmette bien, soit que la n-iéme recoive la mauvaise information mais se trompe en la transmettant.
Ainsi A, 11 = (A, N B,) U (A, N B,) et la réunion est disjointe, d’ott p, 11 = P(4, N B,,)) +P(A, N B,).
Les événements A, et B, étant indépendants, on a p,+1 = P(A4,)P(B,) + P(A,)P(NB,), d’ott p,11 =
(1= p)pn + p(1 = pn). Ainsi ppi1 = (1 = 2p)pn +p
(b) La suite (p,) est donc arithmético-géométrique. On cherche ¢ tel que ¢ = (1 — 2p)¢ + p, ainsi ¢ = 3.
Posons, pour n € N*, v, = p, — ¢, ainsi vp,41 = (1 —2p)pp, +p— €= (1 —-2p)p, +p— (1 —2p) +p) =
(1—-2p)(pn —¢) = (1 —2p)vy,. La suite (v,) est donc géométrique de raison (1 — 2p), on a pour tout n > 1,
v, = (1 =2p)" vy = 2(1 —2p)"~'. On en déduit donc que : Vn € N, p, =  + (1 —2p)"~ 1.
(¢) Comme p €]0,1[, ona 1l —2p €] —1,1], on a donc ngrfoo Pn = % Cette limite est indépendante de p.
3° Notons, pour i € N*, R; I’événement « on obtient une boule rouge au n-iéme tirage ». Ainsi pour tout k on a
P(Ry) = 3

(a) Ona A, =RiNRyN...NR,_1 NR,, donc, par indépendance des événements, on a P(A4,) = (%)n_1
L’événement C,, est I'intersection des Ry pour k de 1 & n, on a donc P(C,,) = (%)". Comme B,, = C,, on
aP(B,)=1-(3)".

—+oo
(b) On a F = U A, or les événements A, sont deux & deux incompatibles, d’ou, par o-additivité, on a
n=1
+oo +oo n
1 2 1 1
P(E):ZP(An):gz (3) =37 z= b
n=1 n=0 3
+oo
(c) On a E = U B,,, comme pour tout n € N on a B, C Bp41, la suite (B,) est une suite croissante
=1
" 400 2 n
d’événements, ainsi par continuité croissante P(E) = P (U B,]|= lim P(B,)= lim 1—-(=) =1
it} n—-+oo n—-+oo 3
(car |2] < 1).
—+o0
(d) L’événement E est ’événement « on obtient que des boules vertes », ainsi £ = ﬂ C,, comme pour
n=1

tout n € N on a C,11 C C,, la suite (C,,) est une suite décroissante d’événement, d’ot, par continuité

+00 n
— 2
décroissante, on a P(E) =P (ﬂ Cn> = lim P(C,)= lim () =0 (car |2] <1). dou P(E) = 1.
n=1

n—-—+00 n—+oo \ 3

(e) L’événement E est presque sir, on est presque sir d’obtenir, au moins une fois, une boule rouge.

Exercice 2 (Probléme : Entropie au sens de Shannon, d’aprés CONCOURS TSI, 2017).
I. Préliminaire
I.A Représenter graphiquement la fonction logarithme népérien.
LB Démontrer que, pour tout x € R%, In(z) < x — 1 et que In(z) = x — 1 si et seulement si 2 = 1.
I.C Donner une interprétation graphique de ces deux résultats.

I.D Montrer que la fonction g définie sur [0, 1] par g(0) = 0 et Vz €]0,1], g(z) = zIn(x) est continue sur [0,1] et
deérivable sur |0, 1]. Représenter graphiquement la fonction g.
“+oo
1

On admet, pour tout g €] — 1,1[, que la série > ng"~! converge absolument et que Z kg~ = W
—q
k=1

II. Entropie d’une variable aléatoire

II.A Dans cette sous-partie, toutes les variables aléatoires considérées sont définies sur un méme univers fini
et prennent leurs valeurs dans [0, n].
Si X est une telle variable, on note pr, = P(X = k). On définit ’entropie de X par :

H(X)=- Zpk In(pk)
k=0

en convenant que pg In(py) vaut 0 lorsque py = 0.
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IT.A.1) Montrer que H(X) > 0 et que H(X) = 0 si et seulement si X est une variable aléatoire certaine,
c’est-a-dire
i € [0,n] tel que pi=1 et Vj#i, p;=0.
I1.A.2) (a) X, est une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, n]. Calculer H(Xj).
(b) En appliquant l'inégalité de la question I.B & un nombre réel = bien choisi, démontrer que

1
n+1

1

Vk € [0,n — pr1n In| — ) < — Pk-

[0,n] pr In(pr) + pi <n+1> < Dk
(c) En déduire que H(X) < H(Xj) avec égalité si et seulement si X suit la méme loi que X, (pour
le cas d’égalité on pourra utiliser le cas d’égalité de la question I.B).

II.B Dans cette sous-partie, on s’intéresse a des variables aléatoires discrétes définies sur un espace probabilisé
(Q,P) et prenant leurs valeurs dans N*. Si X est une telle variable pour laquelle P(X = k) est noté py,
on dit qu’elle est d’entropie finie si la série . px In(px) est absolument convergente et on définit alors son
entropie par

+oo
H(X) == pxIn(px)
k=1

en convenant a nouveau que pg In(py) vaut 0 lorsque pg = 0.

I1.B.1) Pour p €]0,1[, X; est une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parameétre p.
Rappeler les valeurs de P(X; = k) et de 'espérance de X; (aucune démonstration n’est demandée).

L—p
In(1 — p) — In(p).
I1.B.2) Dans cette question et la suivante, X est une variable aléatoire a valeurs dans N* d’espérance finie.
+oo
On note E(X) = Z kpi. On se propose de démontrer que X est d’entropie finie.
k=1
(a) Quelle est la limite de pg lorsque & tend vers +o0?
(b) En déduire que klim Dk In(pr) = 0, puis qu'il existe un entier ko tel que Vk > kg 0 <
—+o0

—/PrIn(pr) < 1.

(¢) Soit k > ko. Montrer que

Démontrer que X; est d’entropie finie et que H(X;) = —

1 .
k3/27
. 1
— sipg > w0 alors 0 < —pg In(px) < 3pg In(k).

. 1
— sipg < 5L alors 0 < —pyg In(pg) <

1
(d) Soit k > 1. Justifier que In(k) < k, puis que la série Z (k?’/Q + 3pg ln(kz)> converge.
k>1

(e) Conclure.

I1.B.3) Dans cette question, on suppose en plus que E(X) < 1/p, p étant un réel de l'intervalle ]0,1[. On
veut montrer que H(X) < H(X;) (entropie d’'une variable aléatoire suivant la loi géométrique de
paramétre p dont la valeur a été calculée a la question I1.B.1).

Pour k£ € N*, on note pp, = P(X = k) et ¢, = P(X1 = k).
+oo

(a) Justifier que la série Z(k — 1)py converge et exprimer sa somme en fonction de E(X).
k=1

(b) Justifier la convergence de la série Zpk In(gx) et démontrer que

+oo

> prln(gr) = In(p) + (E(X) — 1) In(1 - p).
k=1

(c) Démontrer que
—+o0

—H(X1) <> prln(qe).
k=1

(d) En déduire que
+oo
H(X) - H(X)) <Y peln (q’“)

b1 Pk

puis que
H(X) < H(X1)

Indication : On pourra utiliser I'inégalité démontrée dans la question I.B.
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Correction : d’aprés CENTRALE TSI, 2017
I. LA
LB Posons f : x + In(z) —x+ 1, la fonction f est dérivable sur R% et pour z > Oona f'(z) = 1 —1=1=%,
ainsi f’ est strictement positive sur |0, 1[ et négative sur |1,+oo[, on a donc que f’ est strictement
croissante sur |0, 1] et strictement décroissante sur [1,+oo[, ainsi f admet un maximum en 1 qui est
f(1) = 0, la stricte monotonie sur ces deux intervalles implique que f est strictement négative sur
R% \ {1}. Ce qui montre bien que pour tout z € RY, In(z) <z — 1 et que In(x) = x — 1 si et seulement
siz=1.
1.C La courbe représentative de In est en dessous de la droite d’équation y = z — 1 et ne la touche qu’au
point de coordonnée (1,0).
LD Tout d’abord g est continue sur ]0, 1] (propriété de In), et par croissance comparée il_}mo g(z) =0, ainsi g

est continue sur [0, 1].
On a g dérivable sur 0,1] et pour z €]0,1], ¢’(z) = In(x) + 1 ainsi ¢’ est négative sur ]0, 1] et positive

sur [L,1], donc g est décroissante sur ]0, 1] et croissante sur [1,1]. De plus lim ¢'(z) = —oo, donc la
e e e 20

courbe représentative de g présente une tangente verticale au point d’abscisse 0 (horizontale au point
d’abscisse < et de coefficient directeur 1 au point d’abscisse 1), avec en plus g(0) =0, g(1/e) = —1/e et
g(1) =0 on a tout pour tracer le graphe de g (on place ces trois points, les trois tangentes et on relie).

LE (rajout) Tout d’abord remarquons que si on montre la convergence de > ng" ! pour ¢ € [0, 1] on aura
la convergence absolue de Y ng"~! pour ¢ e] — 1,1

Pour z €] — 1,1 et n € N, notons S, ( Zm on a Sy, (z) = . La fonction S,, est dérivable
sur | — 1,1] et pour = €] — 1,1 on a, dune part que dsS),(z) = Y ._, kzF7! et d’autre part que
_ ") — (1—z 1) (—
Sl (z) = (nt1)e”(1 1I_)x)(21 2" )(=1) e T Ainsi la série Y- ng" ! converge (la convergence est
+oo
) A 2 . k71 ].
absolue d’aprés la remarque en début de question) et que Z kq = ﬁ
—q
k=1
Remarque : Plus tard (dans le chapitre sur les Séries entiéres) on aura un théoréme qui nous permettra
—+oo
d’affirmer directement que S : z — Z z* est de classe C* sur | — 1, +1[ et qu’on peut dériver terme a
k=0
terme.

n
II. II.A 1II.A.1) Tout d’abord on remarque que H(X) = Z —g(pr) (la valeur de g en 0 intégre la convention)
k=0

et donc, comme g est définie sur [0, 1], que H(X) est bien définie, de plus comme g est négative

sur [0,1] on a que H(X) > 0.
Ainsi (somme de nombres positifs) : H(X) = 0 si et seulement si pour tout k € [0, n], g(pr) =0,
en utilisant ’étude de g du préliminaire (g ne s’annule qu’en 0 ou 1) on a donc que : H(X) =0
si et seulement si pour tout k € [0,n], pr € {0,1}. Comme X est une variable aléatoire on a

que la somme des pp vaut 1.
On en déduit donc que si X est certaine alors H(X) = 0 et réciproquement que si H(X) =0
alors tous les pi valent 0 ou 1 et comme la somme des p; vaut 1, que I'un des pi vaut 1 et tous
les autres valent 0 (si on veut vraiment étre rigoureux : s’ils valent tous 0 alors la somme des
pr vaut 0 ce qui est interdit, et si plus que deux valent 1 alors la somme des py est plus grande

que 2, ce qui est aussi illicite).

IT.A.2) (a) Pour cette variable aléatoire on a, pour tout k € [0,n], pr =

1 1
—Z In{—— ) =In(n+1).
k=0n+1 n+1

(b) Soit k € [0,n]. Si pr = 0 alors l'inégalité est vérifiée, on suppose donc p; # 0. On

—, ainsi H(Xo) =

applique l'inégalité de I.B & = = m on a In ((nJrll)pk) < (n+11)pk — 1. Comme
In (;) =In (T}H)) —In(pg) et en multipliant I'inégalité par py > 0 on en déduit que

Dk (ln ((n+1)) - ln(pzc)) < (n}rl) P, c'est-a-dire —py, In(py) + pr hl( +1) < o Dk
(¢) En sommant l'inégalité de la questlon précédente pour k allant de 0 & n on en

déduit que H(z) + Zpﬂn( ) < ;<n+1—pk>. Or kz:opkln<n+1> =
1 1
ln(n+1>2pk —ln< +1> = —In(n+ 1) et Z<—pk) =1-1=20 0On
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ILB ILB.1)

IL.B.2)

I1.B.3)

en déduit donc : H(X)—In(n+1) <0ie H(X) < H(Xp).
Or, d’aprés le cas d’égalité de I.B, on a égalité si et seulement si, pour tout k, on a
m =1, ie p, = %_H, ce qui montre bien qu’on a égalité ssi X suit la méme loi
que Xj.
On a X1(Q) = N* et, pour k € N*, P(X; = k) = (1 — p)*"!p. De plus E(X) = %.
Pour k € N*, py In(pg) = (1—p)*'pIn((1 - p)*'p) = 1= p)*'p((k — ) In(1 = p) +In(p)) =
(k—1)(1 =p)* 'pn(l —p) +pln(p)(1 —p)* .
On a donc, en posant ¢ = 1 —p, ps, ln(pk) =a(k—1)¢"2+3¢" 1 ot @ = gpIn(q) et 3 = pln(p).
Or, d’apreés la question LE, > (k—1)g*~2 converge absolument (il en va de méme pour Z q’c b.

On en déduit donc que Y —piIn(pg) converge absolument, de plus : H(X;) = —« Z(k -

+oo - +oo . +oo i 1 1 ].—p
By ¢t =—a) k"B q = o A= 5 R(-p) ~h(k).
k=0

* 1-gq
(a) On sait que Y pi converge (et sa somme vaut 1), donc klim pr = 0.
— 400
b) P i ée : \/pr 1 = 2./pr In(/ — insi définition de 1
(b) Par croissance comparée D In(pg) pr In(\/Pk) Nl 0, ainsi par définition de la

limite avec ¢ = 1, il existe kg € N tel que pour tout k& > ko, |,/pk In(py) — 0| <1, ie
—1 < /prIn(pr) < 1, comme In(pg) est négatif, on en déduit que pour tout k > ko,
1

0 < —y/prIn(py) <

1
(¢) —sipp < 73 alors, en multipliant I’inégalité de la question précédente par ,/pg, on a

0 < —pi In(pr) < \/Pr, et comme /py, < kg/z, on en déduit que 0 < —pg In(pg) < k:31/2 ;
— sipp > %, alors (croissance de In) In(p;) > In (5) = —3In(k), ainsi 0 < —pj, In(py) <

3pi In(k).

(d) Pour k > 1, d’aprés I.B, on a In(k) < k—1 < k, ainsi 3py In(k) < 3kpy, d’aprés le théoréme
de comparaison des séries & termes positifs, on en déduit que > 3py In(pg) converge (le
membre de droite de la majoration est le terme général d’une série convergente puisque X
est d’espérance finie), de plus on sait que la série de Riemann ) # de parameétre 3/2 > 1

1
converge. On en déduit que que la série Z ( /2 + 3pk 1n(k:)> converge.
k>1
(e) On a, d’aprés ILB.2.(c), pour k > ko, 0 < —ppIn(pr) < 7% + 3pk In(k), le théoréme de
comparaison des séries a termes positifs et la question précédente permet d’en déduire que
> —pr In(py) converge (et méme absolument), ie que X est d’entropie finie.
(a) On sait que Y py converge (et sa somme vaut 1) et que > kpy, converge (X est d’espérance

finie, la somme de cette série vaut E(X)). Ainsi la série Z(k — 1)py converge et Z(k‘ -

k=1
—+oo +oo
Upr =Y kpr— Y pr =E(X) — 1.
k=1 k=1

(b) Comme, pour tout k € N*, g, = p(1 —p)¥~1, on a py, In(qx) = (k — 1)pg In(1 — p) + px In(p).
Or on sait que Y (k—1)px et Y p convergent, on en déduit donc que " py In(gx) converge

+o0 foo
et que Zpk In(gx) = In(1 — p) Z(lc — Dpr +1n(p Zpk =In(1 —p)(E(X) — 1) + In(p).
k=1 k=1

(¢) Par hypothese, E(X) —1 < % -1= 1171’, ainsi (ln(l — p) négatif) : In(1 — p)(E(X) —1) >
1%’ In(1 — p), et donc In(1 — p)(E(X) — 1) + In(p) > 1%” In(1 — p) + In(p), ce qui montre
+oo
(avec la question précédente et I1.B.1) que Zpk In(gr) > —H(X1).
k=1
(d) Par définition de H(X) et en utilisant I'inégalité de la question précédente (et que toutes
400

les sommes misent en jeu sont bien convergentes) : H(X) — H(X;) < Zpk In(pr) —

= = dk
> peln(gr) =) prln ()
k=1 k=1 Pk

Or, d’aprés la question I.B on a, pour tout & € N*, In (%), ainsi (les séries misent en jeu
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+oo
sont bien convergentes) : H(X)— H(X;) < Z gx —pr = 1 —1 =0, ce qui montre bien que

H(X) < H(X)). =

Exercice 3 (E3A pc, exercice 4, 2020).
1. Soient n un entier naturel supérieur ou égal & 2 et M € M, (R), M # I,, et M # %In, vérifiant la relation :

2M? = 3M — I,,.

1.1 On note F = Vect(I,,, M, M?). Prouver que : Yk € N, M* € F.
Déterminer la dimension de F' et en donner une base.
1.2 Vérifier que F est stable pour la multiplication des matrices.
1.3 Soient A= M — I, et B=M — 11,
Justifier que B = (A, B) constitue une base de F'.
Déterminer les composantes des matrices AB, BA, A? et B? dans la base B.

1.4 Déterminer toutes les matrices T de F vérifiant T2 = M.

2. Soit X une variable aléatoire réelle telle que l'on a :
X(Q)=NetvneN, 2P(X=n+2)=3P(X =n+1)—P(X =n).

2.1 On note p,, = P(X = n). Exprimer p,, en fonction de n.
En déduire la loi de la variable aléatoire X.

2.2 Justifier que la variable aléatoire X posséde une espérance et une variance et les calculer.

+oo
1
On pourra admettre que si ¢ €] — 1, 1], alors Y. ng"~! converge et que Z kgt—t = W, et que Y n(n —
k=1
+o0 2
1)g™? converge aussi et que Z k(k—1)¢" 2 = o
k=2

Correction :

1. 1.1 Montrons par récurrence double sur k € N que M* € F.

Initialisation : par construction de F on a M% = I,, et M* = M dans F (et méme M?), ainsi la propriété
est vrai au rang 0 et 1.

Hérédité : on suppose la propriété au rang k et k — 1 pour un certain & € N*, ie on suppose M* € F et
M*1eF.
On a M*+t = M2M*1 = (3M — 31,,)M*! = 3M* — SM*=! € F (par hypothése de récurrence et
car F est un ev).

On a bien montré par récurrence que : Vk € N, M* € F.

Comme M? est combinaison linéaire de M et de I,,, on en déduit que F = Vect(l,,, M). Montrons que

(I, M) est une famille libre, procédons par I’absurde :

On suppose que M et I,, sont liés, comme I, # 0, on aurait l'existence de A € R tel que M = A[,. En

injectant dans le relation vérifiée par M on en déduit que 2)\21,, = 3\I,, — I,,, ainsi (2\%2 — 3\ + 1)1, = 0,

donc 2\ — 3\ +1 = 0, ce qui implique que A = 1 ou A = %, or ces deux possibilités sont exclus. Ainsi

(I,, M) est une famille libre, comme elle est génératrice de F' c’est donc une base de F. En particulier

dim(F) = 2.

1.2 Soit (N, N’) € F?, il existe donc (o, B) € R? et (o', 3') € R? tels que N = al,, + BM et N' = 'I,, + /M,
on en déduit donc que NN’ = ad’I,, + (af’ + o/B)M + BB'M? € F (par définition initiale de F), ainsi F
est stable par produit.

1.3 Tout d’abord on remarque que A et B sont dans F', montrons maintenant que (A, B) est une famille libre.
Soit (a, B) € R? tels que aA+ BB = 0, ainsi (M —I,) + B(M — 11,) = 0, ie (a+B)M + (—a—18)1, =0,
comme la famille (M, I,,) est libre, on en déduit que a + 8 = 0 et —a — %ﬂ =0, donc « = f = 0. La
famille (A, B) est donc une famille libre de F'; comme elle est constituée de deux vecteurs et comme F' est
de dimension 2, on en déduit que (A, B) est une base de F.
OnaAB:(M—In)(M—%In):MQ—%M—i—%:O, de méme BA = 0.

OnaA?=M?*-2M+1,=3M - LI, —2M + 1, =M+ 11, = A

2
OnaBQ:M27M+%In:?§Mf%InfM+%In:%Mfiln: B.

1
2
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1.4 Soit T € F, il existe donc (o, B) € R? tel que T = aA + 3B. Ainsi T? = a2 A% + a3AB + BaBA + 3°B =
1(—a?A+ 523). Or M = —A + 2B, ainsi on a ’équivalence (la deuxiéme c’est car (A, B) base de F)) :

—a?/2 =-1 a? =2
<~ .
g2 =2 g2 =4
Ainsi I'équation T2 = M posséde 4 solutions : V2A + 2B, V2A — 2B,—\/§A +2B et —/2A4 — 2B
2. 2.1 On remarque tout de suite que p,, est une suite récurrente linéaire d’ordre 2, en effet pour tout n € N on

a 2pn+2 = 3pn+1 — Pn-
Son équation caractéristique 2r? — 3r +1 = 0 admet deux racines 1 et % Ainsi il existe (o, ) € R? tel que

=M <= 1i(—a?A+3°B)=-A+2B < {

n — % + ﬂ
+oo +oo 1
Comme on sait que an =1 (X est une variable aléatoire), et comme on sait que Z =TI 2,
k=0 k=0 T2

on en déduit que o = % et B =0.
On a donc montré : Vn € N, P(X =n) = 5k,
2.2 Avec le rajout (série géométrique dérivée), on a tout de suite que Y nP(X = n) converge absolument et

ST DU NS S S
_k . 2k+1_4k ] 2k—1 " 4 (1_1/2)2_ :

On en déduit aussi tout de suite que > n(n — 1)P(X = n) converge absolument et E(X(X — 1)) =

1 2
—-1) = == =2.
Z k 2k+1 Zk 2k 2 8 (1 _ 1/2)3

A1n51 X2 est d’ esperance ﬁme et E(X?) =E(X(X —1))+E(X) = 3. On en conclue ensuite que X posséde
une variance, la formule de Koenig-Huygens donne V(X) = E(X?) — (E(X))?=3—-1=2.

Exercice 4 (E3A pc, ezercice 1, 2022).

Un sauteur tente de franchir des hauteurs successives numérotées 1,2,...,n,---.

Il ne peut tenter de passer la hauteur n + 1 que s’il a réussi les sauts de hauteurs 1,2,...,n.

En supposant que le sauteur a réussi tous les sauts précédents, la probabilité de succés au n-iéme saut est p,, = %
Ainsi le premier saut est toujours réussi.

Pour tout £ € N*, on note S ’événement : « le sauteur a réussi son k-iéme saut » et on note X la variable aléatoire
égale au numéro du dernier saut réussi.

1° Rappeler sans démonstration la formule des probabilités composées.

2° Rappeler sans démonstration ’expression de la série exponentielle.

3° Déterminer I’ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X.

4° Déterminer P([X = 1]).

5° Justifier que [X = 2] = S N Sy N S;. En déduire P([X = 2]).

6° Pour tout entier n > 2, exprimer I’événement [X = n] en fonction d’événements du type S.

7° Déterminer la loi de X.
+oo
8° Vérifier par le calcul que : Z P([X =n]) =1.
n=1
9° Montrer que X posséde une espérance et la calculer.

Correction :
1° Formule des probabilités composées : Pour tous événements Ay, ..., A, tels que P(A;N---NA,_1) #0,0n a:
P(A;NAsN---NA,) =P(A)P(As]A4y) .. . P(A,|A1 NN AL_q).
o0 Jjn
2 Ona:VxeR,eaczz%H.

3° Les valeurs prises par X sont les entiers naturels non nuls : X(2) = N* (& ce stade c’est plutot X (Q2) =
N* U {+o0}, c’est la question 8° qui permet de dire que N* convient).

4° On a P([X =1]) =P(S1 N S2) =P(51)P(5:]S5) =1 x 5 = 1.

5° L’événement [X = 2] est réalisé si et seulement si les deux premiers sauts ont été réussis, et le troisiéme a été
raté. Autrement dit : [X = 2] =5, NSy N Ss. o
Par conséquent d’aprés la FPC, on a : P([X = 2]) = P(51)P(S2|S1)P(S5/51 N S2) =1x 5 x (1—3) =

W=
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Tout comme & la question 5°, on a [X =n]=51N---N S, N Shi1.
D’aprés la FPC, on a P([X = n]) = P(S1)P(S2[S1) ... P(S,[S1 N N Spe1)P(Sppa|S1N---NS,) =1x 3 x
— n _ 1
X (1 - T+1 = ! T D (=11
Ona.;]P’([X:n]):nz:l n+1 Z:: n' n+1) ;a_;(n—i—l)! (car les deux séries
misent en jeux convergent). Ainsi zjl P([X =n]) = Z Z =
Pour montrer que X est d’espérance finie, on doit montrer que Z nP([X = n]) converge absolument.
n>1

_ _ n _ (n+1)—1 _ 1 1 1
Pour n € N*, nP(X = n) = GIDE=T! = GADGeD! = et~ e OF Z n—1)! et
Zm ZIF’ n]) sont deux séries convergentes , donc T%;MP’([X = n]) convergente
absolument, ainsi X posséde une esperance et, en reconnaissant la série exponer;tielle (cf 2°) et la série de la

e = 1

question 8°, on trouve E(X nZ::l n 1) 2:1 (n+1)(n—1)!e_1'
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