Lycée Jean Bart pc* Mathématiques 2025-2026

DNS 5* : pour le mercredi 3 décembre

Le candidat encadrera ou soulignera les résultats.
N.B. : le candidat attachera la plus grande importance & la clarté, & la précision et a la concision de la rédaction. Si
un candidat est amené & repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené & prendre.

Exercice 1 (partie I de X-ENS PSI 2020).

Notations

Dans tout I’énoncé, on adopte les notations suivantes :

— Si F et F sont deux ensembles non vides, alors E x F' désigne ’ensemble de tous les couples de la forme (z,y)
avec v € F et y € F. Si k > 1 est un entier, on note E* I’ensemble des k-uplets (x1,...,2) avec ; € E pour
1<i<k.

— Pour tout entier d > 1, (-|-) désigne le produit scalaire canonique sur R? défini par :

d
Vo = (21,...,24) € RY, Yy = (y1,...,ya) €RY, (z]y) = szyl
i=1

On note || - || la norme associée définie sur R? par :

J 1/2
Vo = (21,...,24) € R, |Jz|| = (Zm?) ,
i=1

On note (eq,...,eq) la base canonique de R,
— Si E est un ensemble non vide et g une application de F dans R, on note ing g(x) la borne inférieure de
€

Pensemble non vide g(F) défini par :

g(E):={yeR/3x € E tel que y = g(x)}.

On rappelle que cette borne inférieure est bien définie si g est minorée sur E, c’est-a-dire s’il existe un nombre
réel m tel que
Vx € E, g(x) > m.

De méme, on note sup g(x) la borne supérieure de g(E). Cette borne supérieure est bien définie s’il existe un
zeEE
nombre réel M tel que :
Ve e E, g(xz) < M.

Si f1 et fo sont deux fonctions de F dans R, on note min(fi, f2) la fonction de E dans R définie par

Ve € B, min(fi, fo)(x) = min(fi(2), fo(2)).

Sid > 1 est un entier, f : R? — R une fonction et K > 0 une constante réelle, on dit que f est K-Lipschitzienne
si
V(w,y) € RTx RY, |f(x) = f(y)| < K[z —yl.

On dit que f est Lipschitzienne s’il existe une constante réelle K > 0 telle que f est K-Lipschitzienne.
On note B(R?, R) I'ensemble des fonctions bornées de R? dans R. Pour toute fonction f € B(R?, R) on pose

|[floe = sup | f(z)].

z€RC

Dans toute la suite, d désignera un entier naturel non nul.

Partie I : approximation par des fonctions Lipschitziennes

Dans toute cette partie, € et o désignent deux nombres réels avec ¢ > 0 et a > 1.
Si h: R? — R est une fonction minorée, on définit, sous réserve d’existence, la fonction T.h : R? — R par

1
Ve € RY (T.h)(z) = inf (h(y) + —lly - :v||°“> .
yeRd 5
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1° Soit h : R? — R une fonction minorée. Montrer que la fonction 7.k est bien définie sur R? et que
Vo € RY (T.h)(z) < h(x).

2¢ Soit hy et ho deux fonctions de R dans R minorées. On pose H = min(hy, hs).
Montrer que T.H est bien définie sur RY et que T.H = min(T.hq, T hs).
Indication : pour prouver cette derniére identité, on peut d’abord montrer que T. H < min(T.h, T:hs).

3° On suppose dans cette question uniquement que a = 2. Soit ¢ : R* — R la fonction définie par
Vo € RY, g(z) = ||z]*.

Calculer (T.g)(x) pour tout z € RY.
Indication® : pour z € R? fixé, on peut décomposer tout vecteur y € R? sous la forme y = Az + y, avec A un
nombre réel et y, un vecteur orthogonal & x.
4° On suppose ici uniquement que a = 1. Soit h : R* — R une fonction minorée.
(a) Montrer que T.h est 1-Lipschitzienne.
(b) Montrer que T.h = h si et seulement si h est 1-Lipschitzienne.
(c) On se place dans le cas ou h(x) = ||z|| pour tout x € R%. Montrer que

1
Yz € RY (T.h)(z) = min(1, g)||acH

(d) Soit ¢:R% — R la fonction définie par : £(x) = min(1,||z||) pour » € R%.
Exprimer (7.¢)(z) en fonction de ¢ et x pour tout x € R%.
On revient désormais au cas général ot o > 1. Dans toute la suite de cette partie, f € B(R? R) est une
fonction fixée.

5° Montrer que 7. f € B(R% R) et que |7t floo < |f]oo-
6° Soit = € R%. On pose

Aw) = {y B f5)+ Lyl < 1@}
Montrer que A(x) # ), que
Vy € Alx), ly — =] < (2¢]flo)"®.

et que

. 1 o
@) = int (70 + Syl )

7° On suppose dans cette question que f est continue. Montrer que pour tout x € R?, il existe y, € R? tel que
1
(L)) = Fe) + -l — 2]
8> Montrer que pour tout z € R? et y € R%, on a

1
1f(y) = F@)| < |Tef = floo + Zlly — 2.
9° On pose ici et dans toute la suite, sous réserve d’existence,

Vr € [0, +oof, we(r) = sup  |f(z) = f(y)l,
(z,y)€Bo(r)
ou
Bo(r) = {(,y) e R* xR/ [l —y| <7}
Démontrer les deux assertions suivantes
(a) Pour tout réel r > 0, wy(r) est bien défini et

1
wp(r) S ITef = floe + 20,

(b) La fonction r € [0, +00[— ws(r) est croissante.
10° Montrer que
ITof = floo < wp(re) ot re = (26 1)/
11° Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) La suite de fonction (T, f)n>1 converge uniformément ? vers f.
(ii) lim wy(t) =0.
t—0+

1. rappels : si F sev d’un espace euclidien E alors E = F @ F~, de plus le théoréme de Pythagore s’applique dans un espace euclidien.
2. ce qui signifie que lim [T}/, f — floo =0
n—-+oo
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