Lycée Jean Bart pc* Mathématiques 2025-2026

DNS 6 : pour le vendredi 7 janvier

Le candidat encadrera ou soulignera les résultats.
N.B. : le candidat attachera la plus grande importance & la clarté, & la précision et a la concision de la rédaction. Si
un candidat est amené & repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené & prendre.

X-E.N.S-E.S.P.C.I. 2017

Dans le probléme, n est un nombre entier naturel supérieur ou égal a 2 et [1,n] désigne I’ensemble des nombres
entiers compris entre 1 et n.
C désigne le corps des nombres complexes. Le module d’un nombre complexe z est noté |z|.
My, (C) (resp. M, (R)) désigne Pespace des matrices a n lignes et m colonnes, a coefficients dans C (resp. dans
R). La matrice transposée d’une matrice M € M,, ,,(C) est notée ‘M.
C" est identifié & I’espace M,, 1(C) des matrices colonnes & n lignes et & coefficients dans C. Les coefficients d’un
vecteur € C™ sont notés z1, ..., z,. Dans tout le probléme, C™ est muni de la norme || - ||; définie par

n
2l = fal.
=1

n
Pour tous x € C" et y € C", la matrice ‘ry € M;(C) est identifiée au nombre complexe leyz
i=1
Le sous-espace vectoriel de C™ engendré par un vecteur v € C™ \ {0} est noté Co.
Une matrice M € M, ,,(R) est dite positive (resp. strictement positive) lorsque tous ses coeflicients sont des réels
positifs (resp. strictement positifs). Cette propriété est notée M > 0 (resp. M > 0).
Si A et B sont deux matrices de M,, ,,,(R), on notera A > B (resp. A > B) la propriété A— B > 0 (resp. A— B > 0).
Ainsi, pour z et y dans R™,
r<yeVie[ln], =z <y.

Lorsque m = n, on utilisera la notation M,,(C) (resp M, (R)) pour M, ,,(C) (resp M, (R)).
La matrice diagonale

N0 e 0
N M., (C)
0 - 0 M\
sera notée diag(A1,...,A,). On note I,, = diag(1,...,1) la matrice identité d’ordre n.
Pour M € M,,(C), on pose
Mzx
[M|[= sup  [[Mzly= sup |z, (1)
weCn, |lzi=1 vecmfop |zl

Une matrice M € M, (C) sera en général identifice & 'endomorphisme ¢y, de C™ représenté par M dans la base
canonique de C™ : pour € C", ¢y (x) = Mx. On appelle spectre d’une matrice M € M,,(C), et on note Sp(M),
Pensemble des valeurs propres de M. Le rayon spectral de M, noté p(M), est défini comme le maximum des modules
des valeurs propres de M :

p(M) = max{|l; A€ Sp(M)}.

Premiére partie
1° (a) Pour toute matrice M € M,,(C) et tout nombre réel C' > 0, montrer 1’équivalence
|M|| <CeVeeCm:|Mz|: <C|z|.

(b) Montrer que 'application M + ||M]|| est une norme sur M,,(C).
2° Montrer que pour A, B € M, (C), [||AB]| < ||A]||B|.
3° Soit A € M,,(C). On note a; ; le coefficient de A d’indice de ligne ¢ et d’indice de colonne j. Montrer que

n
Al = max (Z Iai,j|> :

i=1
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4° On dit qu'une suite (A%®);cy de matrices de M,,(C) converge vers une matrice B € M,,(C) lorsque

Vi € [[1,71]], Vj S [[1,71]], lim (am-)(k) = bi,j-

k— 400

Montrer que la suite (A*)) converge vers B si et seulement si klim |A®) — B| =0.
—+0o0

5° On considére dans cette question une matrice A € M,,(C) triangulaire supérieure,

al,l aLQ e e al,n
0 a2’2 ... DRI a2’n
A =
0 oo e 0 a/nm,

On suppose que

Vi € [[Ln}], \ai7i| < 1.
Pour tout réel b > 0, on pose P, = diag(1,b,b%,...,0" 1) € M, (R).
(a) Calculer Pb_lAPb. Que se passe-t-il lorsqu’on fait tendre b vers 07

(b) Montrer qu’il existe b > 0 tel que
1Py AR|| < 1.

(c) En déduire que la suite (A¥)pen- converge vers 0.

Deuxiéme partie

6° Déterminer le rayon spectral des matrices suivantes

0 0 0 0 1 0 0 -1 3 2
0 1)’ 1 0/’ 0 0)’ 2 0)° 1 2)°
7° Dire, en justifiant briévement la réponse, si les assertions suivantes sont exactes quels que soient A, B € M,,(C),
weC.

0) p(nd) = [ulo(A)
i) p(A+ B) < p(A) + p(B).
iii) p(AB) < p(A)p(B).
iv) Pour P € M,,(C) inversible, p(P~1AP) = p(A).
v) p(*A) = p(A).
8° Montrer que pour toute matrice A € M,,(C),
p(A) < || Al
Dans les questions 9 a 11, on considére une matrice A € M,,(C).
9° Montrer que si p(A) < 1, alors la suite (A¥) e+ converge vers 0.
10° (a) Montrer que, pour tout k € N*, ||A*|| > p(A)k.
(b) On définit la partie de Ry

Ei={a>0]| lm <A>k:0}.

k—+4o0o \ &

Montrer que E4 =]p(A), +o0l.

11° Montrer la formule
lim [ A% = p(a).
k—+o00

12° Pour A € M, (C) de coefficients a; j, on pose Ay = (b; j)1<i j<n, OU b; ; = |a; ;|. Montrer I'inégalité

p(4) < p(As).

LJB Maths - DNSGe 2 / 3



Lycée Jean Bart pc* Mathématiques 2025-2026

Troisiéme partie

Dans toute cette partie, A est une matrice strictement positive de M, (R).
On se propose de démontrer les propriétés suivantes.
(7) p(A) >0, p(A) est une valeur propre de A et toute autre valeur propre A € C de A vérifie |A\| < p(A4).
(#4) p(A) est une racine simple du polynome caractéristique de A et ker(A — p(A)I,,) est engendré par un vecteur
vo dont toutes les composantes sont strictement positives.

(#i7) Siwv est un vecteur propre de A dont toutes les composantes sont positives, alors v € ker(A — p(A)1,).
Ay

(tv) Pour tout vecteur positif non nul z, il existe ¢ € R% tel que lim = cvg.

k—-+oo p(A)F

13° Soient z1,..., 2, des nombres complexes. Montrer que si
o1zl = ot el

21 |Zl|
alors le vecteur : | est colinéaire au vecteur

14° Soient z,y € C", A\, u € C. Montrer que si A # pu, alors on a 'implication suivante
(Az = Mz et "Ay = py) = ‘zy = 0.

15° On suppose qu’il existe un réel positif p et un vecteur positif non nul w tels que Aw > pw.
(a) Montrer que pour tout entier naturel k, A*w > pFw. En déduire que p(A) > p.
(b) Montrer que si Aw > pw, alors p(A) > p.
(c) On suppose a présent que dans le systéme d’inégalités Aw > pw, la k-iéme inégalité est stricte, c’est-a-dire

n
Za;w-wj > [Wg.
j=1
Montrer qu’il existe € > 0 tel que, en posant w; = w; si j # k et wj, = wy + ¢, on a Aw’ > pw'. En déduire
que p(A) > p.
16° Soit A une valeur propre de A de module p(A) et soit x € C™ \ {0} un vecteur propre de A associé¢ & A\. On définit
le vecteur positif non nul vy par (vg); = |2;| pour 1 <i < n.
(a) Montrer que Avy > p(A)vg, puis que
Avg = p(A)vp.
(b) En déduire que p(A) > 0 et
Vi € [[1,TL]], (’U())i > 0.
(c) Montrer que z est colinéaire & vg. En déduire que A = p(A4).
La propriété (i) est démontrée.
17° En appliquant les résultats précédents & la matrice A, on obtient ’existence de wy € R™, dont toutes les composantes
sont strictement positives, tel que ‘Awg = p(A)wg. On pose

F={zeC"|'rwy =0}
(a) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de C™ stable par ¢4, et que
(Cn = F @ (C’Uo.
(b) Montrer que si v est un vecteur propre de A associé a une valeur propre p # p(A), alors v € F. En déduire la
propriété (ii7).
18° (a) On note ¥ I'endomorphisme de F' défini comme la restriction de ¢4 & F. Montrer que toutes les valeurs propres

de ¢ sont de module strictement inférieur & p(A). En déduire que p(A) est une racine simple du polynome

caractéristique de A et que
ker(A — p(A)I,,) = Cup.

La propriété (ii) est démontrée.

. . Akg
(b) Montrer que si z € F, lim =0
k—+o0 p(A)
A
(c¢) Soit x un vecteur positif non-nul. Déterminer la limite de W lorsque k tend vers +ooc.
P

La propriété (iv) est démonirée.
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