Lycée Jean Bart pc* Mathématiques 2025-2026

DNS 6 : pour le vendredi 7 janvier

Le candidat encadrera ou soulignera les résultats.
N.B. : le candidat attachera la plus grande importance & la clarté, & la précision et a la concision de la rédaction. Si
un candidat est amené & repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené & prendre.

Correction

X-E.N.S-E.S.P.C.I. 2017

Dans le probléme, n est un nombre entier naturel supérieur ou égal a 2 et [1,n] désigne I’ensemble des nombres
entiers compris entre 1 et n.
C désigne le corps des nombres complexes. Le module d’un nombre complexe z est noté |z|.
My, (C) (resp. M, n(R)) désigne I’espace des matrices & n lignes et m colonnes, a coefficients dans C (resp. dans
R). La matrice transposée d’une matrice M € M,, ,,(C) est notée ‘M.

C™ est identifié a l'espace M, 1(C) des matrices colonnes & n lignes et a coefficients dans C. Les coefficients d’un

vecteur x € C™ sont notés z1,...,z,. Dans tout le probléme, C™ est muni de la norme || - ||; définie par
n
2l = |-
i=1

n
Pour tous x € C" et y € C", la matrice ‘zy € M;(C) est identifiée au nombre complexe szyl
i=1
Le sous-espace vectoriel de C" engendré par un vecteur v € C™ \ {0} est noté Co.
Une matrice M € M,, ,,(R) est dite positive (resp. strictement positive) lorsque tous ses coeflicients sont des réels
positifs (resp. strictement positifs). Cette propriété est notée M > 0 (resp. M > 0).
Si A et B sont deux matrices de M,, ,,(R), on notera A > B (resp. A > B) la propriété A— B > 0 (resp. A— B > 0).
Ainsi, pour z et y dans R™,
r<yeVie[l,n], z;<uy.

Lorsque m = n, on utilisera la notation M,,(C) (resp M,,(R)) pour M,, ,,(C) (resp M., im(R)).
La matrice diagonale

N0 -0
0 U e Mm@
0 - 0 X\,
sera notée diag(A1, ..., \,). On note I,, = diag(1,..., 1) la matrice identité d’ordre n.
Pour M € M,,(C), on pose
Mx
M= swp Mali= s AL
2€Cn, |l =1 cccm\foy 1zl

Une matrice M € M, (C) sera en général identifié¢e & 'endomorphisme ¢,; de C™ représenté par M dans la base
canonique de C™ : pour € C", pp(x) = Mx. On appelle spectre d’une matrice M € M,,(C), et on note Sp(M),
Pensemble des valeurs propres de M. Le rayon spectral de M, noté p(M), est défini comme le maximum des modules
des valeurs propres de M :

p(M) = max{|Al; A€ Sp(M)}.

Premiére partie
1° (a) Pour toute matrice M € M,,(C) et tout nombre réel C' > 0, montrer 1’équivalence
M| < CeVeeC”: |Mz|| < |z

(b) Montrer que 'application M + ||M]|| est une norme sur M,,(C).
2° Montrer que pour A, B € M,(C), [[AB| < ||A]l||B].
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3° Soit A € M,,(C). On note a; ; le coefficient de A d’indice de ligne ¢ et d’indice de colonne j. Montrer que
n
|M=gﬁ§<zywﬂ>-
4° On dit qu'une suite (A®);cy de matrices de M,,(C) converge vers une matrice B € M,,(C) lorsque

Vi € [[1,71]], Vj S [[1,71]], lim (am-)(k) = bz}j-

k— 400
Montrer que la suite (A®*)) converge vers B si et seulement si klim |A®) — B| =0.
— 400

5° On considére dans cette question une matrice A € M,,(C) triangulaire supérieure,

al,l aLQ e e al,n
0 a2’2 ... ... a2’n

A =
0 oo e 0 a/nm,

On suppose que

Vi € ﬂl,n], ‘(li7i| < 1.
Pour tout réel b > 0, on pose P, = diag(1,b,b2,...,0" 1) € M, (R).
(a) Calculer Pb_lAPb. Que se passe-t-il lorsqu’on fait tendre b vers 07

(b) Montrer qu’il existe b > 0 tel que
1Py AR|| < 1.

(c) En déduire que la suite (A¥)pen- converge vers 0.

Correction :
1° (a) Soit M € M,(C) et C > 0.

M
Sens direct : On suppose | M| < C, ie. (d’aprés (1)) on suppose  sup 1My <C.
vecm\foy |l
M
Soit # € C", si & = 0 on a bien |Mz|; < Clz|i, si z # 0, comme ||| ﬁ”l < ||M]| on a bien
Tl

[Mz[|y < Cllz]]s.

Sens réciproque : On suppose pour tout x € C™ que : | Mz|; < C||z;1.
M
On a donc pour tout z € C™ \ {0} : ”H ﬁ”l < C, en prenant le sup sur z on a donc ||M|| < C
Tl

Ce qui montre bien ’équivalence demandée.

(b) Positivité : On prend le sup d’un ensemble non vide de réels positif, on a donc bien la positivité.
[M x|
[l
que ||[Mz||; = 0 et donc (la norme 1 est une norme) que Mz = 0. On en conclue donc que M = 0 (par
exemple avec I’identification de ’énoncé : on a pour tout x que @, (z) = 0, ainsi ¢/ est ’endomorphisme

nul).

Homog)énéité : Soit M € M,(C) et A € C. Comme || - ||; est une norme on a, pour tout z € C", que
[[AMz|| < |A|||[Mz|1 et donc que |[M|| < |A|||M]]. On a aussi, pour A # 0 (pas de probléme si A = 0)
[$AM]| < ‘71|||)\M|| et donc |A[||M]| < ||]AM]]. Ce qui termine de montrer | M| = |A|||M]]

Inégalité triangulaire : Soit (M, N) € (M, (C))% Pour z € C" tel que ||z||y = 1. On a ||[(M + N)z|; <
|Mally + [Nzl < M| + [N] et donc [|M + N|| < [[M] + |N].

Ce qui montre bien que || - || est une norme sur M,,(C).

Séparation : Soit M € M, (C) telle que ||M]| = 0, on a donc, pour tout z € C™ \ {0}, que =0, ie

2° Soit € C". Comme ||B|| < ||B|| on a d’aprés (a) que ||Bz||1 < ||B]|||z|l1- On a aussi, toujours en appliquant
(a) (le sens direct avec M = A, C = ||A]| et le vecteur Bz) que : ||ABz||1 < ||All||Bz|l1- On a donc ||ABz|; <
IANIB|l|lz]]1. Cette derniére égalité étant vérifiée pour tout z € C", la réciproque de (a) (pour M = AB et
C = [[A[l[|B][) donne [[AB|| < [|A][||B]-
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n
3° Posons S4 = max (Z ai7j|> et notons (ey,...,ey,) la base canonique de C™. Soit jy 'indice de colonne qui
i=

i=1
Soit z = Y wje; € C" Ona: Azl = ||> ajde;|| < Y ol Aeslls =D |21 Y laigl < Sallfs. Ainsi,
i=1 j=1 j=1 j=1 i=1
——
<Sa

d’aprés 1°(a) : ||A]| < Sa.

On a bien montré que Sy = ||A].

4° Sens direct : On suppose que (A®)) converge vers B. On a 0 < ||[A®) — B|| =
Jj=11:i=1

—+o0
5° (a) Pour tout (4,5) € [1,n], on a (AP);, Zalk Py)gj =V ta; ;. Ainsi (P 'AP);; = Va5 Iy a
donc un b en facteur devant tous les coefﬁc1ents non diagonaux, ainsi ;in% Pb’lAPb = Diag(a1,1,--.,ann)-
—
(b) Comme || - || est continue on a ;iné | Py APy|| = ||Diag(ai1,- .-y ann)] R max(|a; 4|, ¢ € [1,n]). Notons ¢
—

1<j<n
n

réalise le maximum Sy = Z |a; jo|- Comme |lejy|li =1 on a déja Sa < ||A].

(le maximum d’une famille finie de nombres positifs est plus petit que la somme de ces nombres), chacun
des termes de cette somme tend vers 0, ainsi || A*) — B|| tend aussi vers 0.

Réciproque : On suppose que [|[A%®) — B| tend vers 0. Soit (i,j) € [1,n]?, on a 0 < at®) — b

<
] ) -

‘aycj) - bgj‘ < Sam_p=|A® — BJ|, ainsi khm a(? = b; ;, ce qui montre que (A*)) converge vers B.

cette limite, par hypothése on a ¢ < 1. Il existe donc un voisinage de 0 tel que si b est dans ce voisinage
alors |P; AP, || < 1 (définition de la limite avec ¢ = 15£ > 0).

(c) On utilise le b de la question précédente Pour k € N*, on a (en utilisant (P, 'AP,)* = P, ' A*P,) que :

|A¥|| = ||P(P; AR P, Py 1|| ||| P AP || ¥ Pt || Comme (|| P, ' APy||¥) tend vers 0, il en va de
méme d’aprés cette inegahte pour (AF).

Deuxiéme partie

60

70

80

10°

Déterminer le rayon spectral des matrices suivantes

0 0 0 0 1 0 0 -1 3 2

0 1)’ 1 0/’ 0 0/}’ 2 0)° 1 2/
Dire, en justifiant briévement la réponse, si les assertions suivantes sont exactes quels que soient A, B € M,,(C),
neC.

) o) = lo(4)

i) p(A+ B) < p(4) + p(B).
i) p(AB) < p(A)p(B).
iv) Pour P € M,,(C) inversible, p(P~1AP) = p(A).
v) p(*A) = p(A).
Montrer que pour toute matrice A € M,,(C),

p(A) < [ All

Dans les questions 9 & 11, on considére une matrice A € M,,(C).
Montrer que si p(A) < 1, alors la suite (A*),en- converge vers 0.
(a) Montrer que, pour tout k € N*, [|A¥|| > p(A)*.
(b) On définit la partie de Ry

Ex={a>0]| lim (A>k:0}.

k——4o00

Montrer que E4 =]p(A), +oo].

11° Montrer la formule

lim ||Ak||1/k p(A).

k— o0
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12° Pour A € M,,(C) de coefficients a; j, on pose Ay = (b; j)1<i j<n, OU b; ; = |a; ;|. Montrer I'inégalité

p(A) < p(AL).

Correction :
6° On trouve 1, 0, 1, V2 et 4.

7° 1) Vrai car Sp(pA) = {puA, A € Sp(A)} (en effet c’est vrai si 4 = 0 et si p # 0 le résultat découle de
ker(uA — pAl,) = ker(A — Al,))

ii) Faux : (g 01) =2 <(1) 8) — (8 (1)), mais v/2 n’est pas inférieur & 0 + 0.

0 1 0 0 , P N
iii) Faux car (0 0) (1 0) =I5 et 1 n’est pas inférieur a 0.0.

iv) Vrai car ces deux matrices ont le méme spectre.
v) Vrai car ces deux matrices ont le méme spectre.

A
8° Soit A € Sp(A), il existe z € C™ \ {0} tel que Az = Az. On a donc ||| T||1 = |A] et donc |A| < [|A4]. On en
Zil1
déduit donc que p(A) < [|4]|.
9° Comme on travaille dans C la matrice A est trigonalisable, il existe donc T triangulaire supérieure et P €
GL,(C) telles que A = PTP~!, d’aprés 7° iv) on a p(T) = p(A), ainsi p(T) < 1, on a donc, pour tout i,
que a;; < 1, on est donc dans le cadre de la question 5°, on en déduit donc que (Tk) converge vers 0, comme
(A*) = (PT*P~1) on en déduit donc que (A*) tend aussi vers 0.
10° (a) Soit A € Sp(A), on a donc \¥ € Sp(AF) (car si # # 0 est tel que Az = Az alors A¥z = A\¥x), ainsi (par
définition du rayon spectrale de A*) on a : |[A¥| < p(A¥). En prenant le max sur |A| dans cette inégalité on
a p(A)* < p(A¥). Or, d’aprés la question 8° on a || A*|| > p(A¥). On en déduit donc que ||A¥|| > p(A)F.
A A
(b) Si o> p(A), alors comme (7°1)) p| — | = p(A) < 1 on a (d’apreés 9°) (A)k — Oetainsia € Ey. Ce
« || @) ptoo
qui montre que |p(A4), +00[C Ej4.
A\ Ak 10%) H( A)F
Si a €]0, p(A)], alors () = A7) > A k)
!
« € Ey4.

ab T«
Ce qui termine de montrer que |p(A), +oo[= E4
11° D’aprés 10° (a) on a : ||AF[|/F > p(A).

> 1, ainsi cette suite ne peut pas tendre vers 0, donc

k
Posons ¢ > 0, comme p(A) + & > p(A) on a que la suite ((p(AAHE) ) tend vers 0. Ainsi il existe un rang
k

K tel que pour tout k > K : || ( A)Jrs) | <1, ie. [|A%|| < |p(A)+¢|". On a donc (en combinant avec
le premier résultat énoncé) : Ve > 0,3K € N/Vk > K, p(A) < ||A*||'/* < p(A) + . On a bien montré
i AR = ().

—+

12° Notons a(j) et b( ) Jes termes courants de AF et de Ak On peut montrer par récurrence (c’est rapide et sans

(M1 OnallA*| < Z‘

l]o

difficulté) sur k que pour tout (3, j) bg? ‘ Soit jo tel que || A*|| = Z
i=1

| A% ||. Ainsi || AF||1/F < || A% ||*/*. D’ou (en faisant k — +00) : p(4) < p(Ay).

Troisiéme partie

Dans toute cette partie, A est une matrice strictement positive de M, (R).
On se propose de démontrer les propriétés suivantes.
(7) p(A) >0, p(A) est une valeur propre de A et toute autre valeur propre A € C de A vérifie |\| < p(A).
(ii) p(A) est une racine simple du polyndme caractéristique de A et ker(A — p(A)I,,) est engendré par un vecteur
vg dont toutes les composantes sont strictement positives.

(791) Si v est un vecteur propre de A dont toutes les composantes sont positives, alors v € ker(A — p(A)1,).
Ak g

(iv) Pour tout vecteur positif non nul z, il existe ¢ € R* tel que lim

S = cv.

13° Soient z1,..., 2, des nombres complexes. Montrer que si

‘Zl+"'+zn|:|Z1|+"'+‘Zn|,
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Z1 |Zl |
alors le vecteur : est, colinéaire au vecteur

14° Soient z,y € C", A\, u € C. Montrer que si A # pu, alors on a 'implication suivante
(Ax = Mz et *Ay = py) = vy = 0.

15° On suppose qu’il existe un réel positif ;4 et un vecteur positif non nul w tels que Aw > pw.

(a) Montrer que pour tout entier naturel k, A*w > pFw. En déduire que p(A4) > p.
(b) Montrer que si Aw > pw, alors p(A) > pu.
(c) On suppose a présent que dans le systéme d’inégalités Aw > pw, la k-iéme inégalité est stricte, c’est-a-dire

n
Za;w-wj > QW
j=1
Montrer qu’il existe € > 0 tel que, en posant w; =w; sij#ketw, =w,+e¢e, ona Aw' > pw'. En déduire
que p(A4) > p.
16° Soit A une valeur propre de A de module p(A) et soit € C™ \ {0} un vecteur propre de A associé & A\. On définit
le vecteur positif non nul vy par (vg); = |z;| pour 1 <i <n.

(a) Montrer que Avy > p(A)vg, puis que
Avg = p(A)vp.
(b) En déduire que p(A) > 0 et
Vi € [[1,%]], (UO)i > 0.
(c) Montrer que x est colinéaire a vg. En déduire que A = p(A).
La propriété (i) est démontrée.
17° En appliquant les résultats précédents & la matrice A, on obtient ’existence de wy € R™, dont toutes les composantes
sont strictement positives, tel que ‘Awg = p(A)wy. On pose
F={zxeC"|zwy =0}
(a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de C™ stable par ¢ 4, et que
C" = F @ Cuy.
(b) Montrer que si v est un vecteur propre de A associé a une valeur propre u # p(A), alors v € F. En déduire la
propriété (iii).
18° (a) On note ¢ 'endomorphisme de F' défini comme la restriction de p4 & F. Montrer que toutes les valeurs propres
de ¢ sont de module strictement inférieur a p(A). En déduire que p(A) est une racine simple du polynome

caractéristique de A et que
ker(A — p(A)I,,) = Cuyp.

La propriété (ii) est démontrée.

. . Akg
(b) Montrer que si z € F, lim =0
k—+oo p(A)
Ay
(¢) Soit x un vecteur positif non-nul. Déterminer la limite de W lorsque k tend vers +ooc.
P

La propriété (iv) est démonirée.

Correction :

13° Montrons le résultat par récurrence sur n.

Initialisation : On suppose |z1 + 22| = |21] + |22]- On cherche A € C tel que (21, 22) = A(Jz1], |22]). Si 21 =0

alors A\ = €92 (o1 6, est un argument de z3) convient, idem si z; = 0, supposons ces deux complexes non
nuls.
Ona: |z + 2> = (21 +2)(Z F 22) = |a|” + |22]” + 2Re(2172). On en déduit donc que Re(z17z) = |21 2]
Or si un nombre complexe u est tel que Re(u) = |u| alors, en prenant son écriture algébrique u = a + ib,
on a a = +va?+ b2 et donc a® = a? + b2, ie. b = 0, on a donc montré que u était un nombre réel (positif).
On en déduit déduit donc que 2173 € R, ie 2123 = Z129, ainsi en posant A = \%\ = ﬁ on a le coefficient \
cherché.
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Hérédité : Supposons le résultat pour k complexes, soit (z1,...,zxr1) € CFFL tel que |21 + ...+ zp01| =
|21| 4+ ...+ |Zk+1|-
Si I'un des z; est nul on peut directement utiliser I’hypothése de récurrence et conclure, supposons les z;
tous non nuls.
Ona (IT) : |21+ ...+ zkq1| < |z + ...+ zi| + |zig1| < |z + ...+ |2k] + |2k+1], par hypotheése les deux

"<" sont des "=", ainsi |21 + ... 2| = |21]| + ...+ |2k|, ainsi par hypothése de récurrence il existe A € C tel
que (z1,...,2k) = M|z1] -+, |2k])-

En procédant de méme et en enlevant z; on a ’existence de p € C tel que (22, ..., zk+1) = p(|22|, - -, |2k+1])-
Comme z; # 0, on a Z% = A = p. Ce qui montre que (#15- -y 2zk41) = M|z1] 5 - -+, |2k+1])- Ce qui termine

I’hérédité et la récurrence.

14° Soit A # p et z,y € C" tels que Az = Az et tAy = uy.
On a 'yAz = 'y\x = My mais aussi yAr = ("Ay)z = (uy)z = plyz. Ainsi (A — p)yx = 0, et comme \ # p on
a donc yz = 0, en transposant on a ‘ry = 0.
15° (a) Montrons le par récurrence sur k, la propriété est déja initialisée & k = 1, procédons & I’hérédité : soit
k € N* tel que A*w > pFw, ainsi le vecteur A¥w — p*w est positifs (ie tous ses coefficients le sont). Comme
A est positive, il en va de méme (démonstration évidente) pour A(A*w — pFw), ie pour A¥ 1w — p* Aw.
Or pF(Aw — pw) est positif (car u* l'est et par hypothése), en sommant ces deux vecteurs positifs on
obtient un vecteur positif (démonstration évidente), ainsi A*+1w — p*+1w > 0, ce qui termine hérédité et
la récurrence.

Comme tous les coefficients de A*w sont plus grand que ceux de p*w et positifs on en déduit que || A*w||; >
Ak

p¥||wl|1, ainsi (définition de || - || et w # 0) : ||A¥|| > 1A% wlly ol wlh > u*, ce qui montre que ||A*|| > u* et donc

que ||A*||*/* > p, il ne reste plus qu’a faire tendre k vers +oo et a utiliser 11° pour obtenir p(A) > p.

(b) On a alors (Aw); > pw; pour tout ¢ € [1,n]. On considére les (ww)i pour les i tels que w; # 0 (rq. w
est positif non nul, pas nécessairement strictement positif) et on note A la plus petite de ces valeurs, on a
A > p. On a alors Aw > X et par la question d’avant p(A) > A > p.

(¢) Soit € > 0 (pour 'instant quelconque), étudions les coefficients de Aw’ — pw’. Pour i # k : (Aw’ — pw'); =
n n
Zamwj — pw; + a;xe > 0 (car ZCHJ’U]j —pw; > 0 et a;pe > 0). Pour i = k@ (Aw' — pw')y =
; =
Z ag,jw; — pwy — (L —agk)e = (Aw —w)r — (4 —agk)e. On a (Aw —w), > 0, reste a choisir un ¢ tel que
(Aw" — pw") > 0, si p — ag < 0 toutes les valeurs de & conviennent (par exemple e = 1), si g —agr >0
(Aw—w)

2(p—ak,k)
p(A) > p d’aprés la question précédente.

il suffit de prendre, par exemple, ¢ = . On a donc trouvé un w’ positif tel que Aw’ > pw’, ainsi

16° (a) Pour tout i € [1,n], on a (i-éme coordonnée de Az = Az) : Zam-xj = Az;. Ainsi : [Azy| = Zamxj <
j=1 j=1

Z la; jz;|, ie. p(A)(vo)s || (vo)i < Zai,j(vg)j. Ainsi (comme c’est vrai pour tout i) : p(A)vg < Avg. Si
— =
I'inégalité était stricte on pourrait utiliser 15° (¢) (avec w = vg et p = p(A)) pour obtenir que p(A4) > p(A),
ce qui est absurde. Ainsi Avyg = p(A4)vg
(b) Comme z # 0 il existe k € [1,n] tel que xk # O en prenant la k-éme coordonnée dans I’égalité de la
(Avo)
a |z = akr > 0.
o 2 Z v [l = e

Pour les autres coordonnées on utilise la i- eme coordonnee dans l’égalité de la question précédente :

question précédente on a p(A) =

A - 1
(vo); = (pzjc(;)) = m Zam x| > TA)ai’kmk > 0, les coordonnées de vy sont donc toutes strictement

positives.

j=1

n
(c) On reprend la question 16° (a), 'IT écrite est en faite une égalité, ie : Z a; ;xj| = Z la;,jx;|. La question
j=1 j=1
13° permet d’avoir I'existence d'un p € C tel que (a;,121, ..., 4 0)Tn) = p(aiy |21, ..., @i |T,|), ainsi pour
tout j on a a; jx; = pa, ; |;|, comme a; ; > 0 on en déduit que z; = p|x;|, ce qui montre que x et vy sont
colinéaires, ce sont donc tous les deux des vecteurs propres de valeur propre ainsi A = p(A).

17° (a) Soit € F, montrons que Az est encore dans F. On a {Az)wy = w'Awy = p(A)'zwy = 0. Ainsi F est
stable par @ 4.
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18° (a)

Soit v : @ + ‘rwp, 7 est une forme linéaire, et F = ker(y). On a y(vg) = > ;(vo)i(wo); > 0, ainsi

vg € F, ce qui montre deux choses : F' et Cvg sont en somme directe et v n’est pas ’application nulle,
ainsi rg(y) > 1 donc rg(y) = 1, ainsi (théoréme du rang) dim F' = n — 1. Ce qui termine de montrer que
Cn = F @ (CU().

Si v est un vecteur propre de valeur propre p # p(A) alors, en appliquant 14°, on a wwy = 0 et donc v € F.
Si tous les coefficients de v étaient réels et positifs on aurait wwy > 0 ce qui est absurde. Ainsi un vecteur
propre dont tous les coefficients sont positifs ne peut étre qu’associé a la valeur propre p(A).

Un élément de F' ne peut pas étre a coordonnée strictement positif (cela contredirait la définition de F'),
donc p(A) ne peut pas étre vecteur propre de 1), ainsi ses valeurs propres sont de module strictement
plus petits de p(A) (si différent de p(A) mais de méme module alors la question 16° (c) donnerai une
contradiction), ie x4 (p(A)) # 0, or xa(X) = (X — p(A))xy(X) (il suffit d’écrire ¢ 4 dans une base adaptée
p(4) 0

0 B
simple. Ainsi dim(ker(A — p(A)I,)) =1, d’ott ker(A — p(A)I,,) = Cuy.

a la décomposition de 17° a) : ou B est la matrice ¢ dans cette base), ainsi p(A) est racine

k
On a p(v) < p(A), ainsi (cf 7° (1)) : p(%) < 1, ainsi d’aprés la question 9° (%) — 0, ainsi

k— 400

k
.  l . ) ’LZJ(Q:) . Ak
(continuité des endomorphismes) : pour tout = € F, (p(A)) k:)oo 0, ie. (A k;)oo 0.

Le vecteur z se décompose de maniére unique sous la forme x = x1 + x5 avec 1 € F et x5 € Cuyg, soit

k k
«a € C tel que x5 = avg. La question précédente montre que ;‘(AI)}C — 0. Or 422 — qup. Reste a

k—+o00 p(A)*

montrer que o > 0.

t,
TW
2 >o.

On a xwy = 1 + alvgwy = afvgwy, donc a =
owo
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