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2⋆ : pour le vendredi 6 février

Le candidat encadrera ou soulignera les résultats.
N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. Si
un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a été amené à prendre.

Exercice 1 Le problème des moments (parties IV et V, Mines psi 2019, maths 2).

IV � Transformée de Fourier de la densité gaussienne

Pour tout ξ ∈ R, on pose :

φ̂(ξ) =

∫
R
eitξφ(t)dt,

où φ est dé�nie en (??).

1. Justi�er que φ̂ est correctement dé�nie et continue sur R.
2. Justi�er que φ̂ est de classe C1 sur R et que :

∀ξ ∈ R, φ̂′(ξ) =
i√
2π

∫
R
eitξte−

t2

2 dt.

3. Montrer que φ̂ est solution d'une équation di�érentielle linéaire du premier ordre à préciser.

4. Montrer que φ̂(ξ) = e−
ξ2

2 pour tout ξ ∈ R. Dans la suite et si besoin on admettra que ceci reste valable pour tout
ξ ∈ C.

V � Le problème des moments sur [0,+∞[

Dans cette partie on considère f : [0,+∞[→ R dé�nie par :

∀x ∈ [0,+∞[, f(x) =


1

x
√
2π

e−
1
2 (ln(x))

2

pour x > 0,

0 pour x = 0.

5. Montrer que f est bien une densité sur [0,+∞[. On admettra que tous ses moments sont �nis.

Pour n ∈ N on pose :

In =

∫ +∞

0

xnf(x) sin(2π ln(x))dx.

6. Montrer que :

In = Im

(
1√
2π

∫
R
ei(2π−in)ue−

1
2u

2

du

)
,

où Im(z) désigne la partie imaginaire du complexe z.

7. À l'aide de la partie IV, en déduire que In = 0.

Pour α ∈ R, on pose :

∀x ∈ R+, gα(x) =

{
f(x)(1 + α sin(2π ln(x))) pour x > 0,
0 pour x = 0.

8. Déterminer une in�nité non dénombrable de α pour lesquels f et gα sont deux densités sur [0,+∞[, distinctes et
mn(gα) = mn(f) pour tout n ∈ N.
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