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CoNcoOURSBrANES DNS 8
« MINES-CENTRALE » PC-PSs1

Composition de Mathématiques
Durée 4 heures

Si, au cours de l’épreuwve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale
sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a
prendre.

Aucun document autorisé ; calculatrice et tout matériel électronique interdits

Durées indicatives : 1h + 3h

CORRECTION DU CONCOURS BLANC « MINES-CENTRALE » PCc-PsI1

PROBLEME 1

Probléme 1 (MINES-PONT PSI 2015)

Ce probléme traite des applications de la notion de supplémentaire d’un sous-espace vectoriel dans un espace
vectoriel, et de ses applications tant en algébre qu’en analyse ou en géométrie.

Les théorémes du cours utilisés lors de la résolution de ce probléme devront étre énoncés avec précision, leurs
hypothéses devront étre soigneusement vérifiées.

Dans ce texte, C*°(R,R) représente I’ensemble des fonctions numériques, de classe C* sur R. D’autre part, pour
deux espaces vectoriels E et F', L(E, F') représente ’ensemble des applications linéaires de E dans F.

I. Deux exemples simples de supplémentaires

1° Soit E = C*°(R,R) et soit F' le sous-espace vectoriel constitué des fonctions paires. Donner un supplémentaire de
F dans E (justifier rapidement).

2° Soit F = C*°(R,R) et F' le sous-espace vectoriel constitué des solutions de I’équation différentielle v + 1y’ +y = 0.
Montrer qu’il existe deux fonctions fi et fs, que 'on déterminera explicitement, telles que tout élément f de F' se
décompose de maniére unique sous la forme :

f=arfi+Brfa avec (ay,By) c R?

3° Déterminer I'unique matrice A telle que ’on ait, pour tout f € F,

(gﬁ):“‘(ﬁ((%)))

4° Montrer que G = {g € E telle que ¢(0) = ¢’(0) = 0} est un supplémentaire de F' dans E.

Correction :

1° Soit G le sous-espace vectoriel constitué des fonctions impaires.
Soit f € FN G, on a alors pour z € R que f(—z) = f(x) = —f(x) ainsi f(z) = 0, ce qui montre que la seule
fonction paire et impaire est la fonction nulle, ie F NG = {0}, la somme est donc directe.
Soit maintenant f € E, posons pour z € R, fy(z) = W et fi(x) = M Ona f = fp+ fi
de plus la fonction f, est paire (pour x € R on a f,(—z) = % = fp(z)) et la fonction f; est impaire
(pour z € R on a fi(—z) = W = —fi(z)), ce qui montre que E = F' + G. Ainsi F et G sont bien
supplémentaires dans F.
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2° On est en présence d’'une équation différentielle linéaire homogéne du second ordre & coefficients constants.

Ainsi F est bien un sev de F, on a de plus qu’il est de dimension 2. L’équation caractéristique, 2 +r+1 =0,

admet deux solutions complexes conjuguées #, ainsi ’ensemble des solution est l’ensemble des combinaisons

linéaires de f; : & — e~ %/% cos(v/3x/2) et fa: x+— e */?sin(v/32/2) (d’aprés le cours de sup). D’oi le résultat.
3° Soit f € F, il existe alors ay et By tels que f = ayf1 + By f2, en évaluant en 0 on trouve que oy = f(0), de plus
en dérivant 1'égalité on trouve pour z € R que f'(z) = ay (%e’x/2 cos(v/3x/2) + e /2 =3 sin(ﬁx/?))) +

B (%e’z/Qsin(\/gx/Q)+e*m/2§cos(\/§x/2))>, ainsi f'(0) = Ztay + @Bf. Ainsi en posant B =

(_11/2 \/§/2) on a B (g}{) = <J‘cf,((%))), on inverse B (qui est inversible car det(B) = @ # 0) et on

trouve A = (1/1\/5 2/?/3).

4° Soit f € FNG, comme f est dans F il existe oy et B¢ dans R tels que f = oy f1+ 65 fo. Comme f(0) = f'(0) =0
la question précédente montre que ay = 85 = 0 et donc que f = 0. Ce qui montre que F' et G sont en somme

directe.
Soit h € E, posons %f> =A <}}Z,((%))>, on introduit alors f = ayf1 + Brf2 € F' et g = h — f. On a alors
f

f£(0) = h(0) et f(0) = R'(0) (par construction de f) et donc (f — h)(0) = (f —h)'(0) =0, ie. g € G. Ce qui
montre bien que £ = F + G.
On a bien montré que G est un supplémentaire de F' dans F.

II. Supplémentaires, stabilité et diagonalisation

Soit f I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique de R? est :

3 -4 8
5 —6 10
1 -1 1

5° Montrer que f est diagonalisable.
6° Montrer que le plan (P) d’équation x — y + 2z = 0 est stable par f.
7° Déterminer un supplémentaire de (P) stable par f.

8° Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E. Montrer ’équivalence des deux
assertions suivantes :
(i) L’endomorphisme f est diagonalisable.
(ii) Tout sous-espace vectoriel de E admet un supplémentaire stable par f.

Correction :
X -3 4 -8
5° Déterminons le polynome caractéristique de f : xs(X)=| =5 X +6 —10 |. En faisant C, + C1 + Cs
-1 1 X -1
X+1 4 -8
on trouve que xs(X) = |X+1 X+6 —10 |, en mettant (X + 1) en facteur dans C; puis en faisant
0 1 X -1
1 4 -8

Ly <+ Ly—Lyontrouve que x¢(X) = (X+1)|0 X +2 =2 |=(X+1) (X +2)(X —1)+2)=X(X+1)%
0 1 X -1
Ainsi Sp(f) = {-1,0}.

3 —4 8 4 —4 8
Comme |5 —6 10| +I3= |5 —5 10| est clairement de rang 1 son noyau est de dimension 2 (d’apreés le
1 -1 1 1 -1 2

théoréme du rang), ainsi dim E_;(f) = 2. On en déduit donc que f est diagonalisable (la somme des dimensions
des sous-espaces propres vaut 3).
On a méme directement que E_;(f) = Vect((1,1,0),(—2,0,1)) et on trouve aprés calcul que Ey(f) =
Vect((4,5,1)).

6° Soit (z,y,2) € (P), posons (z',y',2') = f(x,y,2) = (B3x —4y+ 82,5z — 6y + 10z, —y+2). Onaz' —y' +2' =
—z+y — 2z =0. Ce qui montre que le plan (P) est stable par f.
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7° Un supplémentaire de (P) est une droite (car dim(P) = 2) qui n’est pas dans (P) (pour étre en somme directe),
or le vecteur directeur d’une droite stable par f est un vecteur propre de f.
On va commencer A tester les trois vecteurs propres trouvés en 5), il n’y a que (—2,0,1) qui convient. Ainsi
Vect(—2,0,1) convient.
Remarque : Déterminons les tous, si Vect(u) est une droite stable qui est un supplémentaire de (P) alors u est
un vecteur propre, il ne peut pas étre de valeur propre 0 (car Eo(f) C (P)), il est donc de valeur propre —1.
Ainsi il existe (A, 1) # (0,0) tel que w = A(1,1,0) 4+ u(—2,0,1). Comme (1, 1,0) € (P) on doit avoir p # 0, ainsi
on peut supposer que v = v(1,1,0)4+(—2,0,1) = (v —2,v,1), or u & (P), on doit donc avoir (v —2)—v+1 # 0.
On a donc montré que les supplémentaires de (P) stable par f sont exactement les droites Vect(v — 2,v,1) ou
veR.

8° Procédons par double implication :
Sens direct : On suppose que f est diagonalisable. On introduit alors une base By = (fi,..., fn) de diagonali-

sation de f (ou on a noté n = dim(E)). Soit G un sev de E. Notons (g1, ..., g,) une base de G (ou on a posé

p = dim(G)), d’aprés le théoréme de la base incompléte on peut compléter la famille libre (g1,...,g,) en

une base, et cela en utilisant des éléments de 4, notons C les vecteurs de B; qu’on a ainsi rajouté. Posons

F = Vect(C). F' et G sont supplémentaires dans E (car la concaténation d’une base de F' et d’une base

de G forme, par construction, une base de F), de plus G posséde une base constituée de vecteurs propre

de f, on a donc que G est stable par f. On a donc montré que tout sous-espace vectoriel de F admet un

supplémentaire stable par f.

Sens réciproque : On suppose que tout sous-espace vectoriel de E admet un supplémentaire stable par f.

Montrons par récurrence finie que E posséde une famille libre (f1,..., f,) constituée de vecteurs propre de

I

— On considére un sev H quelconque de E de dimension n — 1 (un tel H existe car E étant de dimension
finie il posséde des bases il suffit de prendre le sev engendré par tous les vecteurs de cette base sauf un),
il posséde donc un supplémentaire stable par f, or un tel supplémentaire est de dimension 1, ainsi £
posséde une droite stable par f, notons f; un vecteur directeur de cette droite, f; est un vecteur propre
de f.

— Supposons construit une famille libre (f1, ..., fx) avec k € [1,n—1]. On compléte la famille libre en une
base (fi,..., fksGk+1s---,9n) de E. Posons H = Vect(f1,..., fis Gk+1y---»9n—1), o0 a que dim(H) =
n — 1 et que H posséde un supplémentaire (qui est nécessairement une droite) stable par f dont on
appelle fr11 un vecteur directeur. Ce vecteur fr11 qui est un vecteur propre de f (car engendre une

droite stable par f), la famille (f1,..., f&, gk+1,- -5 9n—1, fk+1) €étant libre il en va de méme pour la
sous-famille (f1,..., fk, fe+1)
On a donc construit une famille libre (f1,..., f) de vecteurs propres, c’est donc une base (famille libre
avec un nombre maximale d’éléments) de vecteurs propre, ie une base de diagonalisation, ainsi f est diago-
nalisable.
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PROBLEME 2 : Etude d’une série de fonctions

Probléme 2 (MINES-PONT PC 2019)

Le sujet est consacré & I’étude de quelques propriétés de dérivabilité de la fonction R : R — C définie, pour tout
rz € R, par:

>, sin(n?x
R(z) = Z 7;2 )

n=1

Notations

— On note |z] la partie entiére d’un réel x.
— Soit (un)nez une famille de nombres complexes indexée par ’ensemble Z des entiers relatifs. Dans le cas ou les

séries E Uy €t E u_n, sont toutes deux convergentes, on pose :
n>0 n>1

(oo} oo
g un:E un—|—§ U_p,-
n=0 n=1

nez

I. Préliminaires

On établit dans cette partie quelques résultats utiles dans la suite du probléme.
1° Montrer que la fonction R est bien définie et qu’elle est continue sur R.
sin(x?)
2

dx est convergente.

oo sin(z?) F
/0 > dz = \/;

Soit, f : R — C une fonction continue par morceaux et intégrable. On pose

+oo
2° Montrer que 'intégrale /
0 x

Dans la suite du probléme, on admet que

o~ +Oo .
flz) = / f(t)e™'**dt pour tout = € R.

— 00

3° Montrer que la fonction fest bien définie, et continue sur R.

Correction :

(2 (2
1° Pour tout n € N et « € R, posons u,(z) = sin(n’z) On a w

. <
n? -

p ot ainsi [[un [l < 7z, comme Y

converge on en déduit que > u, converge normalement sur R vers la fonction ‘R qui est bien définie sur R ‘,
comme de plus toutes les fonctions u,, sont continue sur R et que la convergence normale implique la convergence

uniforme, on a donc \ R continue sur R \

sin(x?) ~ 1),

sin(z?)
) ;(;2 z—0

2° La fonction z — est continue sur |0, +o0o[ et est prolongeable par continuité en 0 (car

Iintégrale n’est donc généralisée qu’en +oo, or pour = > 0,

+oo

: 2

sin@) | < 1 comme —dx est absolument
T T L 72

sin(x?)

—+o00
convergente on en déduit que / dz est convergente.
1

2

+oo o 2

sin(x
On a donc que / (2 )dx est convergente |.
0 T

3° Appliquons le théoréme de continuité des intégrales & paramétres , pour cela on pose, pour (z,t) € R?
g(z,t) = f(t)e™'**. On a :
— Pour tout = € R fixé, t — g(z,t) est continue par morceaux sur R.
— Pour tout t € R fixé, z — g(z,1) est continue sur R.
— Hypothése de domination : Pour tout (z,t) € R?, on a |g(z,t)] = |f(t)] < |f(t)| = ¢(t), la fonction ¢ est
bien positive, continue par morceaux et intégrable (par hypothése).

Ainsi fest bien définie et est continue sur R |.
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II. Etude de la dérivabilité de R en 0

Dans cette partie, on considére une fonction f : R — C, continue et telle qu’il existe un réel C' > 0 tel que

/(2)

| < e pour tout t € R.

On pose :

S(h)=hY_ f(nh) pour tout i > 0.
n=0

4° Justifier lexistence de S(h) pour tout h > 0.

On fixe h > 0, et on considére la fonction

¢hIR+ - C

+oo
5° Montrer que S(h) = / on(t)dt.
0

6° Montrer que, pour tous h €]0;1] et ¢ € [1;+00], on a

C

7° En déduire que
“+oo
S(h) — / f(t)dt quand h — 0.
0

8° En déduire un équivalent de R(z) quand z tend vers 0 par valeurs strictement positives. La fonction R est-elle
dérivable en 07

Correction :

4° Pour h > 0, pour tout n € N, |f(nh)] < nTChQ, donc > f(nh) converge, ce qui montre que

_C<c o
14+n?h? n——+o0o0

‘ S(h) existe pour tout h > 0 ‘

5° Pour tout k € N, pour tout t € [kh, (k 4+ 1)h[, on a ¢p(t) = f(kh), ainsi ¢, est constante donc continue sur
[kh, (k + 1)h[, de plus 1(ik]rnh)+ on(t) = f(kh) et l(ikmh) on(t) = f((k—1)h), ce qui montre que ¢}, est continue
t— t— -

par morceaux sur R,
L’intégrale n’est donc généralisée qu’en +oo, or pour tout t > 0, |¢p(t)| < W
h

~ d’ou la
t—+oo t2 ’
+oo

convergence de l'intégrale et donc l'existence de on(t)dt

0
Rappel : Pour tout x e R,on a [z| <z < |z] +1doncz—1< |z] <z. Remarque : Pour ’équivalent on a
utilisé que : 1+ (£ — 1) h? <1+4|£]2h* <1+ (£ ) h? ce qui donne ainsi 5 + (2 h) <& (T4 [£)20%) < £+1

et donne l’équivalent par theoreme d’encadrement.
n—1

(k+1)h (k+1)h
Pour n € N, qSh t)dt = Z/ t)dt = Z / f(kh)dt = Z hf(kh), en faisant tendre n vers
0

k=0

+o0
+00 on obtient donc : | S(h) = / on(t)dt |
0

6° Pour h €]0,1] et t € [1,+00], on a |¢n(t)| < % or + < |f]+1,ainsi [£|h> (f—1)h=t—h>
1+ (L5 n)
t—12>0, ainsi | |op(t)| < L
= " 1+ (t—1)7]

7° Utilisons avec le Théoréme de convergence dominée & paramétre continu :
— Montrons, pour tout ¢ > 0, que lim ¢n(t) = f(t). Pour t > 0 et h >0, o0n adéavuque y —1 <[] < f

t
donc t —h <[] x h < t, donc par théoréme d’encadrement lim Lth = t, ainsi par continuité de f :

. h—0
lim ¢y (t) = f(t).
h—0
— Pour tout h > 0, ¢, et f sont continues par morceaux sur [0, +oo].
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— Pour tout h > 0et ¢t >0, |¢h( )| < m, majorant qu’on note ¢(t). Cette fonction ¢ est continue sur
[0, 4+00[, et on a ¢(t) ot £ intégrable en +oo donc ¢ aussi. Ainsi ¢ est intégrable sur [0, +ool.
— 400

D’ou, d’aprés le TCD & paramétre continu, non seulement on a l'intégrabilité sur [0, +oo[ de f et de ¢, pour

+o00 400 +o0
tout h > 0, mais surtout que lim én(t)dt = / lim ¢, (t)dt, donc | lim S(h) = / f(®)dt|.
h—0 Jo 0 h—0 h—0 0

iln(t

8° On consideére la fonction f définie sur R par f(t) =
sur R.
On considére g : t — (1 +t2)f(t ), cette fonction est continue sur R, de plus pour tout ¢ € R, |g(¢ )\ < lJtﬁf,
ainsi pour t > L on a |g(t)] <1+ ;5 <2, et pour ¢ € [0,1], on a (car |sin(t?)| < [£3]) : [g(t)] < 1+ 2 S 2. Ce
qui montre que pour tout ¢t € R (on utilise la parité de g pour les négatifs) que |g(t)| < 2, ie |f(¢)]| < 1+t2
Remarque : pour justifier rapidement I’inégalité classique avec le sinus : La fonction sin est de classe C! sur R
et de plus |sin" < 1, ainsi, d’aprés 'inégalité des accroissements finis, on a : Va € R, |sin(x) — sin(0)| < |x — 0|.

sit# 0et par f(0) =1, cette fonction f est continue

Alternative (qui utilise aussi la remarque précédente) : Pour tout ¢ > 0 on a |g(t)| = 1%2 sin(t)] = w +
Isin(t)| <1+1=2.
Ainsi f satisfait aux hypothéses de la fonction f donné en début de partie, on peut donc utiliser les questions

+oo
précédentes, on en déduit donc que }lLin% S(h) = / ft)dt = \/Z (d’apres le résultat admis en partie I). Or
- 0

2h2 1
(les sommes misent en jeu sont bien convergente) : =h Z f(nh)="h (1 + Z sin(n ) =h+ ER(hz).

1
On en déduit donc que lim —R(h?) = E, dit autrement que R(h?) ~ fh, ainsi (en posant z = h?), on
h—0 h 2 h—0 \ 2

a R(x) ~ ,/7;—%. Comme R(0) =0, on a w ~ 7= — =00, ainsi ‘ R n’est pas dérivable en 0 ‘

z—0t z—0t z—0t

IT11. Formule sommatoire de Poisson

Dans cette partie, on note Co, 'espace vectoriel des fonctions continues et 2w-périodiques de R vers C. Si u est un
élément de Cs,, On pose
1
27
On admet le résultat suivant, que ’on pourra utiliser sans démonstration dans toute cette partie : si u et v sont deux
éléments de Car qui vérifient ¢, (u) = ¢,(v) pour tout p € Z, alors u = v.

2m
cp(u) = /0 u(t)e”"Ptdt pour tout p € Z.

On considére une fonction f: R — C, continue et telle qu’il existe des réels strictement positifs C; et Cy tels que

& 5 pour tout t € R et |f( )| <

IO

2
152 pour tout z € R,

ou la fonction fa été définie a la question 3. On pose également

Zf (z 4+ 2nm) et G(x Zf '™ pour tout z € R.
nez nez

9° Montrer que la fonction F' est bien définie, 2m-périodique et continue sur R.
10° Montrer que la fonction G est bien définie, 27-périodique et continue sur R.
11° Montrer que G = 27 F.

En particulier, on a G(0) = 27 F(0), soit :

> ) =21 f(2nm).

nez nez

12° Montrer que, pour tout réel strictement positif a, on a

mea):iz,?(?;”).

ne”Z nez

Cette égalité constitue la formule sommatoire de Poisson.
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90

10°

11°

12°

Correction :

Posons, pour n € Z et x € R, f,(z) = f(x + 2nm).
Tout d’abord, pour = € R, et pour n € N, on a |f,(x) ce qui montre la convergence de Z fn(x)

n>0

C
| < 1+(z+2nm)2

de plus pour n € N*, on : |f_,(2)] < H(wﬁw, ce qui montre la convergence de Z fon(x), ainsi Z fn(2)
n>1 nez

converge, donc ’ F est bien définie ‘

Pour z € R, on a (par décalage d’indice) : F(x + 27) = Zf(a: + 2nm + 27) = Zf(m +2(n+ )m) =
neZ nez

Z flx+ 2mm) = F(x). Ainsi ‘ F est 2m-périodique ‘
meZ
Pour z € [0,27], pour n € N, on a |f,(z)| <

0,2 .
|[ oG e qui montre la

ainsi || f,,| < i

Cl < Cl
1+ (z+2nm)2 — 1+4n2w2)
convergence normale de E fn sur [0, 27], comme toutes les fonctions f,, sont continues et comme la convergence

n>0
“+o0
normale implique la convergence uniforme on a E fn est continue sur [0, 27].
n=0

|[0.,27r]

ainsi || f_p |50 < Ay, ce

Cl Cl
”(m)| < 14+ (z—2nm)? < 14+4(n—1)272" — 1+4(n—1)272>
qui montre la convergence normale de E f—n sur [0,27], comme toutes les fonctions f_, sont continues et
n>1

Pour z € [0,2x], pour n € N*, on a |f_

+oo
comme la convergence normale implique la convergence uniforme on a g f—n est continue sur [0, 27].

n=1

Ce qui montre la continuité de F sur [0, 27] et donc (par 27-périodicité) que ‘ F' est continue sur R ‘

Posons, pour n € Z et x € R, g, () = f(n)ei’“E
Pour tout * € R et n € Z, on a |g,(z)| = ‘f( )‘ = 1+n2a oo < %7

normale (donc uniforme) des séries Y o gn €t > <, g—n, comme toutes les fonctions sont continues on en

ainsi ||gn, ce qui montre la convergence

déduit que \ G est définie et est continue sur R ‘

De plus toutes les fonctions g, sont 2w-périodiques, ainsi ‘ G est aussi 2w-périodique ‘

F et G étant dans Ca,, pour montrer que G = 27 F, il suffit de montrer que ¢,(G) = ¢, (27 F) pour tout p € Z
(d’apres le résultat admis de I’énoncé).

1 2 N ) . 1 ~ 27 -~
Soit p € Z, on : ¢,(G) = ﬂ/ Z f(n)e™te Pt = > Z f(n)/ e!("Pt = f(p), en effet la conver-
0 nez nez 0

gence étant normale sur [0, 27r} (se fait comme & la question précédente), on peut intervertir la somme infinie
avec l'intégrale propre, et f (=PIt =0 sin#pet f (=PIt = 9 sip = p.

27
On a aussi ¢,(27F) / Zf (t + 2nm) e Pt = Z/ ft + 2nm)e ~Ptd¢ puisque la convergence est

nez neL
normale sur le segment [0,27] (se démontre comme & la question 9). Avec le changement de variable af-

(n+1)7 ]
fine u = t + 2nm (puis la relation de Chasles) on en déduit : ¢,(27F) = Z/ f(u)e ™ PU=2nmdy —
2

nez v <nm

2(n+1)7w 0 ~
> / " e mdu = /+ Fw)e du = F(p).

nez 2T e

On a donc ¢,(G) = ¢,(2nF') pour tout p € Z, ainsi (d’aprés le résultat admis) on a .

Posons, pour t € R, g(t) = f (&£).

La fonction g est continue sur R, de plus, pour ¢ € R, |(1+ tz)g(t)| < it h(t), cette fonction h est

1+(at/m)2 —
continue sur R, elle admet Cl§2 comme limite en +o00, il existe donc A > 0 tel que pour tout t > A, on a

h(t) < C“T + 1, comme h est continue sur [0, A] elle est donc bornée sur [0, A], ainsi h est bornée sur Ry et
donc sur R (par parité), ainsi il existe M tel que pour tout ¢ € R, h(t) < M;. Ce qui montre que pour tout
teR, |g(t)] < £

Cette majoration implique aussi que g est intégrable et donc 'existence de g, de plus, avec le changement

+o0 Foo
t : .
de variable u = $ affine donc licite, on a : g(z) = / f (a)) e @t = 21/ f(u)e~iw?mu/ady, =
a —0o0

2T
a ~ (2w

— 00
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En procédant de la méme maniére que pour g, on peut montrer ’existence de M5 € R tel que, pour tout =z € R,
on ait |g(z)| < AL

— 1+x2"
En appliquant la conséquence de la question 11° & g on a : Zﬁ(n) = 27ng(2mr), or pour tout n € Z,
nez neZ
N ~ . 1 ~(2
g(2nm) = f(na) et on a montré que g(z) = 2= f (2Zx). Ainsi Z f(na) = - Z f (Wm)
a a
neZ ne”Z

IV. Etude de la dérivabilité de R en 7

On considére la fonction f: R — C définie par

it2 .
eti;l sit#0

f(t) =
i sit=0

13° Ceci n'est pas une question (a faire par les 5/2 s’il vous reste du temps). On admet que f est de classe C* sur R.

14° Etablir que f/(t) — 0 quand ¢ — o0, et que f”(t) = —4e'*” + O(t~2) quand ¢ — +oo.
“+ o0
15° Montrer que 'intégrale I = / ¢’ da est convergente.

16° Montrer que f(m) = O(x72) quand x — +oo.

On pose a présent
inz

F(z) = E ¢ 5— pour z € R.
n
n=1

17° En utilisant la formule sommatoire de Poisson, montrer qu’il existe des nombres complexes a et b tels que
F(x) = F(0) + av/z 4 bz + O(2%/?) quand z — 0 par valeurs strictement positives.

Préciser la valeur de b, et exprimer a en fonction de I (I'intégrale I a été définie & la question 15°).
18° Exprimer, pour z € R, F(w + z) en fonction de F(4x) et de F(z).

19° Déduire de ce qui précéde que la fonction R est dérivable en m, et préciser la valeur de R'(r).

Correction :
+oo it? +00 . 2\n +00 .;m o0
o . . x o et -1 1 (it*) 1 "t
13° Pour z € C on sait que e* = z% e Ainsi, pour ¢ # 0, f(t) = el (Z% T 1] = o) 1 py
n= n= n=

+oo int2n72 +oo in+1t2n
= ———. Comme f(0) =1i, cette formule est encore valable pour ¢t = 0, on a donc pour tout

| |
— nl — (n+1)!
+o0 in+1t2’n
teR: f(t)= Z m, f est donc développable en série entiére, ainsi ‘ f est de classe C* sur R ‘
n !
n=0
2iteit’+2 _ (oit® _ 1)9¢ it? it _q
14° Pour t # 0 on a f'(t) = e tie ) = Qiet fQGT. Ainsi |f/(t)] < 24 +23, ce qui montre bien
/
aue | f(t) = O
2telt’t — oit” _2itel’s3 — (e’ — 1)3¢2 2 dt’ et
Pour t 0, on a f’(t) = 2i -2 = —4e'" — 6i— + 6——. or
#2 ) , f ( ) t2 ) tﬁ ) t2 t4
it it it it
2 (<61 +6<1)| < 6+ B — 6 done —6i% + 651 = O (). On a bien montré :
== el —> 00

F7(t) = —4ei” + O(t=2) quand t — £o0 |

—+oo
. P . . . P2 P2
15° C’est 'intégrale d’une fonction paire, il suffit donc de montrer la convergence de / e dx, comme x — e'*
0

+oo
. . ip2
est continue sur R, il suffit de montrer la convergence de / e'” dx.
1

Posons, pour > 1, u(z) = L et v(z) = F'e!*’, ainsi u et v sont de classe C! sur [1,+oof et u/(z) = =} et
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r——+00

+o0 +oo
. . 1 .
v/ (z) = ze' | de plus u(z)v(z) —> 0 donc le crochet converge, ainsi / ¢ dx et / Fewzdx sont de
1 1 z
i 2

1T
212

1
méme nature, comme < —,
212

[§]

oo 1 ir? :
on a donc que 5,2¢ dz converge (car converge absolument), il
1 X

+oo
P
en va donc de méme pour / e'¥ dz.
1

+oo
On a bien montré que | 'intégrale I = / e’ da est convergente |.
— 00
o +o0
Alternative : D’aprés la question précédente, on a : el = _Tlf”(t) + O (t%), or / —dt converge et
t——+oo 1 t2

x T —+oo —+oo 5
/ f(t)dt = {f’(t)] = f'(x) — f'(1)) — —f(1) donc / 1" converge donc / e’ dt converge.
1 1 1 1

T— 400
16° Soit = € R*, notons tout d’abord que f(:r) est bien définie puisque f est continue et intégrable sur R (car f
est un grand O en +oo de 5).
Procédons par IPP, posons, pour t € R, u(t) = f(t) et v(t) = Le7i®!, ainsi u et v sont C* sur Ret v'(t) = f'(t)
~ 1 +Oo .
et v'(t) =e " on a dimu(t)v(t) =0 (car f tend vers 0 en +o00), ainsi f(z) = —i/ f/(t)e ' "'dt.
— 00 T

— 00

On refait une IPP, posons, pour t € R, u(t) = f'(t) et v(t) = e~ ainsi u et v sont C* sur R et /(t) = f(t)
+o00
et v'(t) =e " on a dim u(t)v(t) =0 (car f tend vers 0 en +o0), ainsi f(z) = ——/ £ (t)e~wtdt.
—> 00
Or, d’aprés la question 14°, f”(t) = —4eit” 4+ O(t=2), posons g(t) = f"(t) + 4ei’, ainsi g(t) = O(1/t?) (donc

—~ 4 [t
g est intégrable sur R). Ainsi (les intégrales misent en jeux sont convergentes) : f(z) = —2/ =t gy
x

— 00

1 [re ;
e g(t)e ' "'dt.
12 c,2 oo z\2_ z2 s 2 oo z\2 L2
or/ =t gy :/ =3 =gt = ¢7i" /4/ ¢'=5)7dt = ¢ 7 /] (via le changement de variable

u =t — & affine donc licite).

~ 1 Foo
Tout cela mis ensemble donne : ‘f(x)) < = (4|I|+/ |g(t)|dt), ce qui montre bien que
T

— 00

J?(if) = O(z72) quand  — +o0|.

17° La fonction f est continue sur R et est un grand O de % ainsi t — (£ 4+ 1) f(t) est bornée sur R, il en va

de méme pour f, on peut donc appliquer la formule sommatoire de Poisson de la partie ITI, avec a = /x on

+oo
2 ~
trouve Zf (nyx) = \[ Zf < \T/T> Comme f est paire, f I’est aussi, on a donc : i+ QZf(n\/E) =
neZ neL n=1

2

+oo +oo
inz _ q 1
). On remarque que Z f(nyzx) = Z S - (F(xz) — F(0)), ainsi on a :
n=1 n=1

n?x
7i(E)
> ainsi F(x) = F(0) + gf(()) - %:17 + Vah(2).

1 ~ ~(2nm
7 <f<0) +2n§f (
i+ 2 (F(x) ~ F(0) =

Posons h(z Z f (

@
2

%\““ L

%\:

en fonction de I et & montrer que h(z) = O (z).

Il reste a exprimer
%m+

On sait qu’il existe M > 0 tel que pour tout t € R, N

A( )’ < 1+t2, ainsi pour tout n > 1 on a ’f(m—”ﬂ <

+oo
2nm 2nm
M__ _ _ M Mz
LT = m+4n€ﬂ2 < 4,222, ce qui permet d’en déduire que Z f ( ﬁ) < Z f < )‘ Z 4n27r2’
n=1 n=1
comme Z T2z be dépend pas de z, on a bien montré h(z) = gggﬁ (z).

On a montré & la question 14°, que pour tout ¢ € R : tf/(t) = 2ielt” — 2£(t), ie f(t) + (f(t) + tf/ (1)) = 2ielt’,
+oo 400 too ~
Ft)dt + [t f(t)] — 9i / ot dt, ie F(0) = 2il.

Finalement on a bien montré : | F(z) = F(0) + ay/z + bz + O(J+(£L'3/2) avec a =il et b= —i/2|
z—

en intégrant entre —oo et +oo (on a le droit) on a : /
— 0O
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too ein2(m+7r) too ein2ﬂ'ein2m
18° Pour z € R, F(z+7) = Z s = Z 5— Comme 7 et n* ont la méme parité on a e’ = (—1)".
n=1 n n=1 n
Comume on a convergence absolue de la série on peut séparer les termes en fonction de la parité de n, ainsi F'(x+
+oo ei4p2x too i(2p+1)2 1

W):Z

p=1

1
e 2 (2p P 4F(4x) <F(x) - 4F(4x)> (on a utilisé que la somme des termes d’indice

1
impair valait la somme de tous les termes moins ceux d’indice pair)). Ainsi | F(z + 7) = §F(4x) — F(x) |

19° On remarque tout d’abord que R(x) = Im(F(x)).
En utilisant les deux questions précédentes (et qu’un grand O de z 3/2 est un petit o de z) on : F(z +

=1 (F(O) +a\/4x+4bx+ O (z%/2) ) ( )+ ay/T + bx + O (@ 3/2)> = SLF(0) +bx+xjo+(x) -
SLF(0)—ix+ o, (). Ainsi R(a:+7r) SLF(0)+ 00+( x), par 1mpar1te de x — R(z+m) (car R est impaire
xTrT—
(z +

et 2m-périodique), on en déduit que R ) = _21F( )+ oo(m), ainsi R admet un DL; en 7, on a donc que
T—

R est dérivable en 7 et que R'(7w) = 5 |.

Fin de I’énoncé
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