Lycée Jean Bart PC*-Ps1 Mardi 3 mars 2025-2026

Correction du CONCOURS BLANC
« ESA-CCINP »Pc-PsiI

EXERCICE 1 : ccine pc 2022, exercice 3

Partie I — Construction de la constante d’Euler

Correction :

3

Q1. Soit n € N\ {0,1},on a A, =

?T‘\»—l

1

k
1 -1 1 = n
n+<n2n2+n—>+oo( >) n—)Jroo( )n%+oo 27712'Am81 a—§ '

Q2. Comme )’ # converge (série de Riemann de parameétre 2 > 1), d’aprés la régle des équivalents (comme

—5 < 0, donc de signe constant), on a ‘ > A, converge absolument donc converge ‘

3. On viens de montrer que la série U, — U,_1 converge, or c’est une série télescopique, ainsi
) )

‘la suite (u,) converge ‘

Remarque : Si on veut détailler, il suffit d’écrire, pour n > 2, A,, = u,, — u; pour avoir le résultat (et comme
u; = 1, que la limite de (u,) n’est rien d’autre que 1 plus la somme de la série Y A,).

Partie II — Expression intégrale de la constante d’Euler

Correction :

Q4. Soit ¢t > 0, posons ng = |t]+1, ainsi ng > ¢. Ainsi pour tout n > ng on an > t et donc f,,(t) = (1 — 7) In(t).

Q5. Soit ¢ > 0, et soit ng = [¢] + 1, ainsi pour n > ng on a (puisque £ R 0) : fult) = (1—£)"In(t) =

—t

e n(1-%) () = e"(Tﬂﬁw(?)) () = e %" ln@t) — etIn(t) = f(£). Ce qui montre bien

n—-+4oo

‘la convergence simple de (f,,) vers f ‘

Q6. Soit n € N* et t > 0, si n < ¢, on a bien |f,(¢t)] = 0 < e “|In(t)], si n > ¢, on a (puisque
= s 1) @) = [(1= 8 ()] = ™08 |In(f)] < " n(f)] = e [In(t)]. On a bien montré
e:|¥n €N, ¥t >0, |fu(t)] < e ' [in(t)] |

Q7. La fonction ¢ : t — e~ ! [In(¢)| est continue sur ]0, +o0.
— En 0: On a ¢(t) Koot In(t), comme la fonction In est intégrable sur 0, 1], il en va de méme pour .

— En +o00: On a p(t) = 0 (), comme ¢ — 75 est intégrable sur [1,+oc], il en va de méme pour .

En conclusion, ‘la fonction ¢ — et In(t) est intégrable sur |0, +oo| ‘

Q8. Pour n > 1, la fonction ¢ : t — e~!|In(t)| domine (d’aprés Q6) la fonction f,, de plus (d’aprés Q7), la
fonction ¢ est intégrable sur |0, 4+o0c[, il en va donc de méme pour f,,, ainsi ‘ Iintégrale I, est convergente ‘

Q9. Appliquons le théoréme de convergence dominée, on a :
— La suite (f,) converge simplement (d’aprés Q5) sur 0, +oo[ vers la fonction f : ¢+ e~ ! In(t).
— Toutes les fonctions f,, et la fonction f sont continues par morceaux sur |0, +o00].
— Hypothése de domination : Pour tout n € N* et ¢t > 0, on a |f,(¢)] < e ! |In(t)| = ¢(t) (d’apres Q6) et ¢
est bien intégrable sur |0, +oo[ d’aprés Q7.
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Ainsi le théoréme de convergence dominée s’applique, on a non seulement que toutes les fonctions f, et f

“+o0
sont intégrables sur ]0, +oo[ (montrés aux questions précédentes), mais surtout que : lirJrrl fa(t)dt =
n——+0oo
0
+o0 +oo
/0 ft)dt, ie ngrfoo I, = /0 e tIn(t)dt |.
Q10. Procédons par intégration par parties, pour u € [0,1[, posons f(u) = % et g(u) = In(1 — u), les

fonctions f et g sont de classe C! sur [0, 1], et pour u € [0,1[, f/(u) = u" et ¢'(u) = =L = L.

Or,enposant u=1+t,onau" —1=(1+t)"" —1=1+(n+ 1)t+t00(t) =1 ~ (n+1)(u—1). Ainsi
— u—

1

flu)g(u) ~ —(1—u)In(1—u) — 0 (par croissance comparée). Ainsi le crochet [f(u)g(u)] , converge (pas
u— u—

de probléme en 0 puisque f(0)g(0) = 0).

Ainsi, par intégration par parties, les intégrales fol f(w)g(u)du et fo u)du sont de
méme nature, or fo u)du et fol(n + 1) f(uw)g'(u)du sont de méme nature. Ainsi

I'intégrale J,, est convergente si et seulement si I’intégrale fol e +_1_1

du est convergente |.

|

Cette derniére intégrale est faussement généralisée puisque — “——

est continue sur [0, 1], et qu'on a

“7:_11’ 1 —i (n+1), ainsi elle converge, donc ‘ Iintégrale J,, converge ‘, et la formule d’intégration par parties
u—>
1 ! 1 Lyntt 1

donne : J, = {f(u)g(u)}o - / f(u)g' (u)du, ainsi | J, = o1 / p— du|.

n
Or pour tout u on a "™ —1 = (u—1 Zuk. Ainsi par linéarité de l'intégrale (somme finie d’intégrales

k=0

1
propres) ona:J, = _n+1/0 Zukdu _ _n+1 Z/ kdu = —n+1 Z Prl On a bien montré
n+1
apreés réindexation) : = .
(ap xation) : | Jn =~ 1 k
Q11. Procédons au changement de variable ¢ = n(1 — ), affine donc licite (bijection strictement décrois-

n n 0
sante de classe C' de [0,1] dans [0,n]) : I, = / <1t> In(t)dt = / u"ln(n(l — w))(—n)du =
0 n 1

1
1
n/ u™ (In(n) + In(1 — w)))du = nln(n)/ u'du + nJ, = &Jr(q) + nJ,. Ce qui montre bien que :
0 0 n
I, = it In(n) + nJ,
n n+1
12. P > 2 déduit d tilisant 1 ti 10 : I, = ——1In(n) —
Q our n > 2, on en déduit donc (en utilisant la question Q10) que ] n+lzk
—n 1 1 -n 1 n+1 1
n+1<n—|—1+ ’ n(n )) n+1<n+1+u) insi u p a1 comme (un)

converge vers 7, (”:1) converge vers 1, (-

T-H) vers 0, et en utilisant Q9, on en déduit donc que
“+o0o
v = —/ e 'ln(t)dt |
0

EXERCICE 2 : ccp pst 2020, Partie 1

Correction :
Q1. La fonction sin est dérivable sur Ry et |sin'| = |cos| < 1, donc d’aprés l'inégalité des accroissements finis on
a, pour tout x € R, que |sin(z) — sin(0)| < 1|z — 0], ainsi : ‘Vt € Ry, [sin(t)| <t ‘
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Q2.

Q3.

Q4.

Q5.

Q6.

Alternative : le résultat est clairement vrai pour ¢t > 1, pour ¢ € [0,1], comme le sinus est positif sur cet
intervalle, on peut étudier ¢ : ¢ — sin(t) — ¢ (p est dérivable et ¢’ = cos(t) — 1 < 0 donc ¢ est décroissante,
comme ¢(0) = 0, ¢ est négative).

Pour z > 0 et ¢ > 0 on pose f(z,t) = %e_m, g(z,t) = e " sin(t) et h(z,t) = e cos(t).
Soit x > 0 fixé, t — f(x,t), t — g(x,t) et t = h(z,t) sont continues sur |0, +oc[, donc les trois intégrales ne
sont généralisées qu’en 0 et ~+oo.
— En 0 les trois fonctions sont prolongeable par continuité (f(z,t) o tg—te = 1, g(x,0) = 0 et h(z,0) =
— —
1) donc les intégrales sont faussement généralisées en 0.

— En +oo, par croissance comparée on a t2f(z,t) B 0 donc f(x,t) = 0 (%) (idem pour g et h),
—+00 —+00

+o0 1 +oo
comme / t—th converge il en va de méme pour / f(z,t)dt (idem avec g et h).
1 1

Ainsi ‘ F,G et H sont bien définies sur |0, +oo[ ‘

Alternative : Soit x > 0 fixé, on peut utiliser la question précédente pour montrer pour tout ¢ > 0 que
|f(z,t)] < e, comme on a aussi |g(z,t)] < e et |h(x,t)| < ™ comme t — f(x,t), t — g(z,t) et

+oo

t — h(x,t) sont continues sur ]0,4oo|, il suffit de montrer que / e ""dt converge, ce qui est le cas car
0
x > 0 (intégrale de référence).

D’aprés la question Q1, pour z > O et t > 0 on a |f(z,t)] < e™'® on intégre I'inégalité pour ¢ entre

+oo +oo
0 et +oo (les intégrales convergent d’aprés la question précédente) : / |f(x,t|dt < / e *dt, or
0 0

“+o0 eftm 400 1 “+oo
/ e tdt = [ } = ~. Comme |F(z)| < / |f(x, t|dt, on a |F(z)| < L, ainsi, par théoréme de
0 —X 10 X 0

comparaison, on a bien | lim F(x)=0|
xr——+00

Alternative : on peut utiliser le théoréme de convergence dominée & paramétre continue en se fixant « > 1
au départ.

Utilisons le théoréme de dérivation C' des intégrales & paramétre. On a bien :

— Pour z > 0 fixé, t — f(x,t) est continue par morceaux sur )0, +o00[ et y est intégrable (d’aprés Q2).

— Pour ¢ €]0, 400| fixé, z — f(z,t) est de classe C* sur R%, et pour z > 0, %(w, t) = —sin(t)e"t.

— Pour z > 0 fixé, t — %(w, t) est continue par morceaux sur |0, +00[.

— Hypothése de domination, soit [a,b] C R% (ie 0 < a < b), pour tout x € [a, b] et pour tout ¢ €]0, +oo[, on

a

%(w, t)‘ < et =, p(t), ol on a posé @, p(t) = e, La fonction ¢, ; est bien positive, continue par

morceaux et intégrable (comme intégrale de référence) sur |0, 4+o00].

Ainsi F est de classe C! sur tout segment donc sur RY tout entier et, pour z > 0, F'(z) = / 8—(:5, t)dt =
0 xr

—G(z). On a bien montré | F est C! sur R* et F/ = -G |.

+o00 +oo o0
Pour > 0, H(z) +iG(z) = / =17 cos(t)dt + i / =17 sin(t)dt = / o7 (cos(t) + isin(t))dt —
0 0 0

+oo . too ) (=z+i)t 1 400 1 ; (—z+i)t

/ e elldt = / elm2 g — {67} = - = Ziﬂ’ ot on a utilise || =
0 0 —x+1ilo r—1 2+ 1 —x +1
efmt

—— — 0

V14 g2 t=too

Il suffit de prendre la partie imaginaire et réelle pour avoir : |V > 0, G(z) = 1%0-1 et H(z) = 505 |

—+oo
Soit a > 0, dans / e ' cos(at)dt procédons au changement de variable at = u qui est affine donc
0

licite (bijection strictement croissante de classe C*° de [0, +oo[ dans [0,4o0[, ainsi f0+°° e " cos(at)dt et

+oo _ .,z A . . .
fo e %a cos(u)édu sont de méme nature et égales si elles convergent, or la seconde n’est rien d’autre que

+o0
x
LH(Z).0r 1H (%)= é% = 2757- On a donc montré que : /0 e ' cos(at)dt = Fra?
D’aprés Q4 et Q5 on a, pour tout z > 0, que F'(z) = —G(x) = x;il, ainsi il existe C € R tel que

F = —arctan +C, on prend la limite en +o0o pour obtenir (d’aprés Q3) : 0 = —5 + C, ie C = 7. On a donc

‘F =7 - arctan‘, ainsi‘F(l) =7 ‘
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EXERCICE 3 : £3a Pc 2020, exercice 5

Correction :

Q1. Tout d’abord (:|-) est bien une application de E dans R, vérifions que c’est un produit scalaire.

— Par commutativité du produit dans R, (:|-) est bien symétrique.

— Pour (P,Q,R) € E2 et A € R, (P +AQ|R) = (P(1) + \Q(1))R(1) + (P'(1) + AQ'(1))R'(1) + (P"(1) +
Q" ()R'(1) = POR(L) + P(OR(1) + PYOR(1) + MQR(Q) + QUR(L) + Q"R (1)) -
(P|Q) + M(Q|R), ainsi (-]-) est bien linéaire en sa premiére variable et donc, par symeétrie, est bilinéaire.

— Pour P € E, (P|P) = P(1)> + P'(1)? + P"(1)? > 0, ainsi (-|) est bien positif.

— Soit P € E tel que (P|P) = 0, ie P(1)? + P'(1)2 + P"(1)? = 0, ainsi P(1)2 = P/(1)2 = P"(1)?2 = 0, ie
P(1) = P'(1) = P"(1) = 0, donc 1 est racine de multiplicité au moins 3 de P, comme deg(P) < 2, on a
donc P =0, ainsi (-|-) est définie.

Ainsi (-|-) est une forme bilinéaire symétrique sur E, ie ‘ (-]-) est un produit scalaire sur E ‘

Q2. Appliquons le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt & la base canonique (1, X, X?) de E.
— Posons Ly = ﬁl =1.
— Posons [; = X — (X|1)1 = X — 1, comme ||X —1|| =0+ 1+0=1, on pose L, = X — 1.
— Posons Ly = X2 —(X?|X —1)(X —1)— (X '|1)1. Comme (22|X —1) = 0+24+0 = 2, (X?[1) = 140+0 =1,
onadonc Ly =X2-2(X —1)—1=X?-2X4+1= (X —1)? comme ((X —1)?|(X —1)2) =040 +4,
on pose donc L2 = (X —1)%

Ainsi | (1, X — 1, 3(X — 1)) est une base orthonormée pour (-|-) |

Q3. Comme (1, X — 1) est une base orthonormée de R;[X], on en déduit que la projeté orthogonale de P € E
sur Ry [X] est py(P) = (P|1)1 + (P|X — 1)(X — 1), ainsi p; (X2 —4) = =3+ 2(X — 1) = 2X — 5. Or on sait
que d(X%2 —4,R[X]) = | X% -4 —pi (X2 =) = | X2 -2X + 1| = (X = 1)?| =0+ 0+4 = 2. Ce qui
montre que ’ d(X? —4,R[X]) =2 ‘

Q4. Q4.1 Soit ¢ lapplication de F dans R définie pour P € E, par ¢(P) = P(1), ¢ est bien linéaire sur F

(pour (P,Q) € E?> et A€ R, p(P + Q) = (P +2Q)(1) = P(1) + AQ(1) = ¢(P) + A\p(Q)) et comme
H = Ker(p) on a bien que ‘ H est un sous-espace vectoriel de E ‘ Deplus (1) =1 # 0,onarg(y) > 1

et comme ¢ est & valeurs dans R on a rg(p) < 1, d’ou rg(¢) = 1, ainsi d’aprés le théoréme du rang,

‘ H est de dimension 2 ‘ (ie c’est un hyperplan de E).

Q4.2 La famille (X — 1, (X — 1)?) est une famille orthonormale (donc libre puisque les éléments sont non
nuls) de deux éléments de H qui est donc une base orthonormale de H, de plus comme 1 est orthogonal
aux deux vecteurs de cette base de H on a donc H+ = Vect(1).

Notons py (resp py.) la projection orthogonale sur H (resp. HY), pour P € E, on a py(P) =
P —pgi(P), or pgr(P) = (P|1)1. Comme py.(1) =1, on a py(1) = 0, comme py.(X) =1, on a
pr(X) =X —1, comme py.(X?)=1,0napyg(X?) =X?-1.

0 -1 -1
Ainsi Mat(l_’XVXz)(pH) =10 1 0
0 0 1

EXERCICE 4 : ccine pc 2022, exercice 1

Partie I — Généralités sur application ¢

Correction :

Q1. Soit P € C,[X], ¢(P) est le reste de la division euclidienne de AP par B ainsi ¢(P) est un polynome et

deg(p(P)) < deg(B) = n + 1, ce qui montre bien deg(p(P)) < n et donc que | p(P) € C,[X] |
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Q2. Ona: A(Pl —|-/\P2) = AP+ )\P, = BQ+ Ry —|-/\(BQ2 +R2) = B(Q1 +)\Q2) + (Rl —|-/\R2) De plus deg(R1 +
AR3) < max(deg(R;),deg(Rs)) < deg(B). Ainsi, par unicité dans le théoréme de la division euclidienne,
Q1 + AQ2 est le quotient de la division euclidienne de A(P; + APs) et Ry + ARy le reste, ainsi (P + AP,) =
R14+ ARy = ¢(P1) 4+ Ap(Ps). Ce qui montre la linéarité de ¢, comme on a montré a la question précédente que

c’était une application de C,[X] dans lui-méme, on a bien montré que ‘ © est un endomorphisme de C,[X] ‘

Partie IT — Etude d’un premier exemple

Correction :
Q3. Ona A=X2+2X =0.B+ X?+2X, ainsi (1) =2X + X%2. Ona AX = X3 +2X?=1.B+ X?> + X + 1,
ainsi (X) =1+ X + X2 Ona AX? = (X 4+ 1)B + 1+ 2X, ainsi ¢(X?) = 1 + 2X. Ce qui montre bien que
‘Mat(lﬁxyxﬂ(g@) :M‘

X -1 -1 X -1 0
Q4. Tout d’abord, xp(X) = [-2 X -1 =2|=|-2 X—-1 —(X+1)| (C3 < C3—C3), ainsi ypy(X) =
-1 —1 X —1 -1 X+1
X -1 0 v

-1 -1 X+1

(X +1)(X2 - 2X = 3) = (X + 1)%(X — 3). Ainsi|Sp(M) = {-1,3}

-3 X2’:(X+1)(X(X—2)—3):

Notons, pour A € Sp(M), Ex(M) = Ker(M — A\I3) 'espace propre de valeur propre \ de M.
1 1 1
OnaM+1I3=1[2 2 2|, cette matrice est de rang un, donc d’aprés le théoréme du rang son noyau
1 1 1
1 1
est de dimension deux, on remarque que | —1 | et | 0 | sont deux vecteurs non colinéaires du noyau de
0 -1
1 1
M + I, ainsi | B4 (M) = Vect -1],10 . Alternative : On peut bien entendu déterminer le noyau
0 -1
en résolvant un systéme.
-3 1 1 T T
On a M — 3I; = 2 -2 2 |. Soit |y € M;31(C), on a |y € E3(M) =
1 1 -3 z z
—3r+y+z2=0 r+y—32=0 r+y—32=0
20 —2y+22=0 <~ 20 —2y+22=0 <~ —4y+82=0 —
r+y—32=0 —3z+y+2=0 4y —82 =10
+y—32=0 + 0 N L
x — oz = T —z2 =
{ Y s — 0 = { 9y 0 < Sy=2z .Ainsi|F_3(M) = Vect 2
—_ z = —_ z =
Y Y z€eR 1
Alternative : On peut signaler que Ker (M — 313) est de dimension 1 (car valeur propre simple) et remarquer
1
que | 2 | est dans ce noyau.
1

Q5. On a dim(Ey(M)) + dim(E_3(M) = 2+ 1 = 3, ainsi M et donc ‘(p est diagonalisable ‘, de plus on a que

(1 - X,1-X2 142X + X2) est une base constituée de vecteurs propres de ¢ |.

Partie III — Etude d’un second exemple

Correction :
Q6. Ona A =a+BX+vX2=0.B+a+pX+~vX?, ainsi o(1) = a+BX+7X2. Ona AX = aX +8X2+~vX3 =
vB 4+ aX + X2, ainsi p(X) = aX + X2 On a AX? = aX? + BX3 +9X* = (B+~vX)B + aX?, ainsi

©(X?) = aX?. Ce qui montre bien que ‘ Mat(; x x2)(¢) =T ‘
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Q7

. Comme T est triangulaire, Sp(T) = {a}, on a : T diagonalisable <= 3P € GL3(C) /T = Palz3P~! <
T =al; < [ =+v=0. Ainsi ¢ est diagonalisable si et seulement si A est constant.

Partie IV — Etude du cas ou B est scindé a racines simples

Q8.

Q9.

Q1o.

Q11.

Q12.

Q13.

Correction :
0 sik#1i

Pour k € [0,n], on a D(xy) = P(mk)—z P(x;)L;(z), or pour tout ¢ € [0,n], on a L;(zy) = {1 E—g
~ sik=1

ainsi D(zy) = P(xg) — P(zx) = 0. On a bien montré que ’ Zo, ..., T, sont des racines du polynéme D ‘

Le polynome D est de degré inférieur ou égal & n (car combinaison linéaire de polynémes qui le sont), or
D posséde n + 1 racines distinctes d’aprés la question précédente, ainsi D = 0, ce qui montre bien que

=0

D’aprés la question précédente, la famille (Lo, ..., L, ) est génératrice de C,[X], comme elle posséde n+ 1 =

dim(C,[X]) éléments, on a bien que ’ (Lo, ..., Ly) est une base de C,,[X] ‘

Alternative : On peut aussi montrer la liberté : Soit (Ao, ..., \n) € C* ! tel que A\gLo + ...+ A\, L, = 0, pour
k € [0,n], en évaluant 1’égalité en z;, on obtient Ay = 0, ceci étant vérifié pour tout k, la famille (Lo, ..., Ly)
est libre, et comme elle est de cardinal n + 1 = dim(C,[X]), on a bien que (Lg,...,L,) est une base de
C,[X].

Soit (j,k) € [0,n]*>. On a AL, = QgB + Rj. On évalue cette égalité en x;, ainsi A(x;)Ly(zg) =

Qr(z;)B(x;) + Ri(z;), or B(x;) = 0 et Lp(z;) = {? ZZii

, ce qui montre bien que

‘Rk(:cj) =0sij#k et que Rg(zy) = A(zy) ‘

Soit k € [0,n], on a ¢(Lg) = Ry, en appliquant Q9 & Ry on a Ry = Z Ry (x;)L;, ainsi, d’aprés la question
i=0

précédente Ry, = A(xy)Ly, ce qui montre bien que ‘ o(Ly) = A(zk) Ly ‘

On vient de montrer, pour tout k € [0,n], que Ly (qui est non nul) est vecteur propre de ¢ de valeur propre

Ly, ainsi (Lg,..., L) est une base de vecteurs propres de ¢, ainsi ‘ ¢ est diagonalisable ‘, et on a aussi que

‘ les valeurs propres de ¢ sont A(xg),. .., A(z,) ‘

EXERCICE 5 : 34 MPI 2024, exercice 3 (sans le préliminaire et les séries génératrices)

Q1

Q2.

Correction :

. Sin > N, on remplit au minimum une case et on peut remplir toutes les cases, dans ce cas T,,(Q2) = [1, N].
Si n < N, on remplit au minimum une case et on peut remplir au maximum n cases, ainsi 7,,(Q) = [1,n].

On a donc, dans tous les cas : ‘TR(Q) = [1, min(n, N)] ‘

Tout d’abord on a clairement que ‘Tl est la variable aléatoire certaine égale & 1 ‘ En effet avec une seule

boule il y a toujours exactement une case non vide.

Avec deux boules on peut remplir une ou deux cases (on rappel que N > 2), ie | T5(Q2) = {1,2} |, Notons B;

la variable aléatoire donnant la case de la i-iéme boule. Les variables aléatoires B; sont indépendantes et

suivent la loi uniforme sur [1, NJ.
N

Ona(Tx=1)= U(Bl =14) N (By = 1), ainsi par incompatibilité des événements composant I’union et par

i=1
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N N
indépendance des événements dont on prend lintersection : P(Tx = 1) = ZIP’(Bl P(By = 1) Z
=1 =1
- 1 . 1
ainsi |P(Tx = 1) = N . Par suite : |[P(T, =2)=1-P(T,=1)=1- vl

Autre explication : P(To = 1) = P(la premiére boule va dans n’importe case et la 2éme va dans la case de la
premiére boule) = W par indépendance.

N N
Q3. De maniére identique a la question précédente P(T,, = 1) = E P(By =4,...,B, =1) = E N et ainsi

i=1 i=1

1
Dans le sujet original il était aussi demandé P(T,, = 2). Si I’événement (7,, = 2) alors toutes les boules

sont dans deux cases, disons ¢ et j avec ¢ < j (il y a donc W possibilités), On note K l’ensemble

des indices des boules qui sont dans la case i, comme K peut étre une partie quelconque de [1,n] qui
ne peut étre ni 'ensemble vide ni [1,7n] (il doit y avoir au moins in élément dans K et un élément qui
n’est pas dans K), il y a 2™ — 2 possibilités pour K, notons P ’ensemble des K possible. On a alors :

To=2= UJ U |[NBe=in[)Be=4)

1<i<j<N KeP \keK kgK
Ainsi,  toujours par incompatibilité et indépendance, on a P(T, = 2) =
) . 1 2n —2 N(N-1)2" -2
> 2\ HB=allB=0)= > > 5= X % =35 w3
1<i<j<N KeP \keK kgK 1<i<j<N KEP 1<i<j<N
(N-1)(2" 1t -1)

Ainsi |P(T,, =2) = s

Q4. Tout d’abord, ‘51 n>N,onalP(T,=n)=0 ‘, en effet il y a au maximum N cases occupées.

Si n < N, lévénement (7,, = n) correspond au fait que les n boules sont dans des cases distinctes,
il y a (JZ ) maniéres de choisir les cases occupées, ce choix fait il y a n! maniére de répartir les

1
boules dans les cases choisies, tout ceci étant choisi la probabilité d’une réalisation vaut N Ainsi,

sin<N,onaP(T,=n)= (V)2 |

Q5. La famille (T}, = 7)1 <i<min(n,n) €St un systéme complet d’événements, la formule des probabilités totales
min(N,n)

donne alors P(T,,+1 = k) Z P(T5, = 4)P(p,—i)(Tny1 = k). Or, si T;, = i alors Ty, 41 ne peut valoir que

i=1
i ou 1+ 1, ainsi ]P)(Tn—i-l = k}) = ]P)( n= k)P(Tn—k)( ntl = k) + P(Tn =k— )P(Tn —k— 1)( ntl = k)
On a P, —py(Tng1 = k) = % (on a k cases occupées par les n premiéres boules, donc la probabilité que la
(n + 1)-iéme boule tombe dans une des k cases occupées est donc de £).

On a aussi Pg,——1)(Thy1 = k) = w (la (n + 1)-iéme boule doit tomber dans une case non occupée),

k N—-k+1
insi : |P(Tpoy = k) = —P(T), =k) + — " “P(T,, =k —1) |
ainsi £ B (L1 = k) = 1P (T, = K) + 1P )

Q6. (a) La variable aléatoire X; suit une loi de Bernoulli, I’événement (X; = 0) se réalise si et seulement si toutes
les boules tombent dans une case différente de i, ie (X; = 0) = (,_,(Bx # 9), ainsi, par indépendance,
on a|P(X; =0) = (&2)" |, par suite |P(X; =1) =1 — (¥=1)"

N
(b) OnaT,=> X;
i=1
N
(c) Par linéarité de lespérance E(T,) = ZE(XZ)), or E(X;)) = 1 — (&))", ainsi

E(T,) = N (1- (59" |
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