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ds 8⋆ : samedi 14 mars

4h sans calculatrice

Le candidat numérotera ses pages, il encadrera ou soulignera les résultats.
N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. Si
un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a été amené à prendre.

Correction

Exercice 1 (centrale pc 20017 Maths 1).
Soit E un ensemble non vide.

On appelle partition de E tout ensemble U = {A1, . . . , Ak} de parties de E tel que
� chaque Ai, pour i ∈ [[1, k]] est une partie non vide de E ;
� les parties A1, . . . , Ak sont deux à deux disjointes, c'est-à-dire que pour tous i ̸= j entre 1 et k, Ai ∩Aj = ∅ ;

� la réunion des Ai forme E tout entier : E =

k⋃
i=1

Ai.

Si U une partition de E et si k est le nombre d'éléments de U , on dit aussi que U une partition de E en k parties.

I] Nombre de partitions en k parties

I.A Soit k et n deux entiers strictement positifs. Montrer qu'il n'existe qu'un nombre �ni de partitions de l'ensemble
[[1, n]] en k parties.

Dans tout le problème, pour tout couple (n, k) d'entiers strictement positifs, on note S(n, k) le nombre de partitions
de l'ensemble [[1, n]] en k parties.
On pose de plus S(0, 0) = 1 et, pour tout (n, k) ∈ (N⋆)2, S(n, 0) = S(0, k) = 0.

I.B Exprimer S(n, k) en fonction de n ou de k dans les cas suivants :

I.B.1) k > n ;
I.B.2) k = 1.

I.C Montrer que pour tous k et n entiers strictement positifs, on a S(n, k) = S(n− 1, k − 1) + kS(n− 1, k).
Indication : On pourra distinguer les partitions de [[1, n]] selon qu'elles contiennent ou non le singleton {n}.

I.D

I.D.1) Rédiger une fonction Python récursive permettant de calculer le nombre S(n, k), par application directe
de la formule établie à la I.C.

I.D.2) Montrer que, pour n ≥ 1, le calcul de S(n, k) par cette fonction récursive nécessite au moins

(
n

k

)
opérations (sommes ou produits).

Correction :

I.A Chacun des éléments de [[1, n]] doit appartenir à l'une des k parties, il y a donc k possibilités pour chacun
des n éléments, le nombre de partitions de l'ensemble [[1, n]] en k parties est donc majoré par kn.
Remarque c'est un majorant, en e�et kn est le nombre de partitions de l'ensemble [[1, n]] en au plus k parties.

I.B

I.B.1) Si k > n, S(n, k) = 0.
I.B.2) Si k = 1, S(n, 1) = 1.

I.C On considère une partition de [[1, n]] en k partie.
� Si la partition contient le singleton {n}, alors en enlevant le singleton {n} il reste une partition de [[1, n−1]]

en k− 1 parties, réciproquement en partant d'une partition de [[1, n− 1]] en k− 1 parties, en rajoutant le
singleton {n} on obtient une partition de [[1, n]] en k parties. Il y a S(n− 1, k − 1) possibilités.
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� Si la partition ne contient pas le singleton {n}, alors en enlevant n de sa partie on obtient une partition
de [[1, n−1]] en k parties, réciproquement si on prend une partition de [[1, n−1]] en k parties, en rajoutant
n dans l'une des parties (il y a k possibilités) on obtient une partition de [[1, n]] en k parties. Il y a
kS(n− 1, k) possibilités.

Les deux cas étant bien disjoint, on a montré que S(n, k) = S(n− 1, k − 1) + kS(n− 1, k).

I.D

I.D.1) def S(n,k):

if n==0 and k==0:

return 1

if n==0 or k==0:

return 0

return S(n-1,k-1) + k*S(n-1,k)

I.D.2) Notons u(n, k) le nombre d'opérations pour calculer S(n, k), si n ̸= 0 et k ̸= 0, on a u(n, k) =
u(n − 1, k − 1) + u(n − 1, k) + 2, ainsi u(n, k) ≥ u(n − 1, k − 1) + u(n − 1, k). Comme de plus

u(1, k) = 2 ≥
(
1

k

)
, on en déduit par récurrence directe (et la formule de Pascal) que u(n, k) ≥

(
n

k

)
.

II] Nombres de Bell

Dans toute la suite, on pose pour tout entier n ≥ 0, Bn =
n∑

k=0

S(n, k).

II.A Montrer que pour n ≥ 1, Bn est égal au nombre total de partitions de l'ensemble [[1, n]].

II.B Démontrer la formule ∀n ∈ N, Bn+1 =

n∑
k=0

(
n

k

)
Bk.

II.C Montrer que la suite

(
Bn

n!

)
n∈N

est majorée par 1.

II.D En déduire une minoration du rayon de convergence R de la série entière
∑
n≥0

Bn

n!
zn.

Pour x ∈]−R,R[, on pose f(x) =

+∞∑
n=0

Bn

n!
xn.

II.E Montrer que pour tout x ∈]−R,R[, f ′(x) = exf(x).

II.F En déduire une expression de la fonction f sur ]−R,R[.

Correction :

II.A Une partition de [[1, n]] peut avoir 1, 2, . . . , n parties, ainsi Bn est le nombre total de partitions de l'ensemble
[[1, n]] (et car S(n, 0) = 0).

II.B Pour n ∈ N, Soit une partition de [[1, n+ 1]], on considère la partie qui contient n+ 1, notons k son nombre
d'éléments, ainsi k ∈ [[1, n + 1, il y a

(
n

k−1

)
manière de choisir une telle partie à k éléments, les éléments

restant de cette partition forme une partition des (n+1)−k éléments restant, il y a donc Bn−k+1 possibilités.

Ainsi Bn+1 =

n+1∑
k=1

(
n

k − 1

)
Bn−k+1 =

n∑
k=0

(
n

k

)
Bn−k =

n∑
k=0

(
n

n− k

)
Bk =

n∑
k=0

(
n

k

)
Bk.

II.C Montrons, par récurrence forte sur n, que Bn ≤ n! :
Initialisation : On a bien B1 = 1 ≤ 1!.
Hérédité : Supposons pour n ≥ 1, que pour tout k ∈ [[1, n]], que Bk ≤ k! et montrons que Bn+1 ≤ (n+ 1)!.

D'après la question précédente : Bn+1 =

n∑
k=0

(
n

k

)
Bk ≤

n∑
k=0

(
n

k

)
k! =

n∑
k=0

n!

(n− k)!
≤

n∑
k=0

n! = (n + 1)!.

Ce qui termine l'hérédité et la récurrence.

Ce qui montre bien que la suite

(
Bn

n!

)
n∈N

est majorée par 1.

II.D Comme (Bn

n! z
n) est borné pour z = 1, on a R ≥ 1.
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II.E On peut dériver terme à terme et e�ectuer le produit de Cauchy, pour x ∈] − R,R[, on a d'une part :

f ′(x) =

+∞∑
n=1

nBn

n!
xn−1 =

+∞∑
n=0

Bn+1

n!
xn. Et d'autre part exf(x) =

(
+∞∑
n=0

xn

n!

)(
+∞∑
n=0

Bn

n!
xn

)
=

+∞∑
n=0

cnx
n où

pour n ∈ N, cn =

n∑
k=0

Bk

k!

1

(n− k)!
=

1

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
Bk =

Bn+1

n!
(d'après II.B).

Ce qui montre bien que f ′(x) = exf(x).

II.F Ainsi f est solution de l'équation di�érentielle y′−exy = 0, il existe donc C ∈ R tel que pour tout x ∈]−R,R[,
f(x) = Cee

x

, de plus f(0) = B0 = 1, ainsi Ce = 1. On a montré, pour x ∈]−R,R[, que f(x) = ee
x−1.

III] Une suite de polynômes

On dé�nit la suite de polynômes (Hk)k∈N dans R[X] par H0(X) = 1 et, pour tout k ∈ N⋆, Hk(X) = X(X −
1) · · · (X − k + 1).

III.A Montrer que la famille (H0, . . . ,Hn) est une base de l'espace Rn[X].

III.B

III.B.1) Pour tout k ∈ N, établir une expression simpli�ée de Hk+1(X) + kHk(X).

III.B.2) En déduire que, pour tout entier naturel n : Xn =

n∑
k=0

S(n, k)Hk(X).

III.C Soit k ∈ N.

III.C.1) Montrer que la fonction fk : x 7→
+∞∑
n=k

S(n, k)
xn

n!
est dé�nie sur ]− 1, 1[.

III.C.2) Pour k ∈ N⋆, on considère la fonction gk : x 7→ (ex − 1)k

k!
.

Montrer que la fonction gk véri�e l'équation di�érentielle : y′ = (ex−1)k−1

(k−1)! + ky.

III.C.3) En déduire que pour tout k ∈ N et pour tout x ∈]− 1, 1[,
(ex − 1)k

k!
=

+∞∑
n=k

S(n, k)
xn

n!
.

III.D

III.D.1) Pour x ∈]− 1, 1[ et α ∈ R, simpli�er
+∞∑
k=0

Hk(α)
xk

k!
.

III.D.2) Montrer que pour u < ln 2, euα =

+∞∑
k=0

Hk(α)
(eu − 1)k

k!
.

Correction :

III.A On a tout de suite que pour tout k ∈ [[0, n]], deg(Hk) = k ainsi (H0, . . . ,Hn) est une famille de polynômes
non nul de degré échelonnés, donc libre et comme il y a n + 1 = dim(Rn[X]) éléments dans cette famille,
c'est une base de Rn[X].

III.B

III.B.1) On a Hk+1(X) + kHk(X) = (X − k)Hk(X) + kHk(X) = XHk(x).
III.B.2) Montrons le par récurrence sur n ∈ N.

Initialisation : On a S(0, 0)H0(X) = 1, ce qui initialise bien la propriété

Hérédité : Supposons Xn =

n∑
k=0

S(n, k)Hk(X) et montrons que Xn+1 =

n+1∑
k=0

S(n+ 1, k)Hk(X).

On a (d'après I.C) :
n+1∑
k=0

S(n+1, k)Hk(X) =

n+1∑
k=1

(S(n, k−1)+kS(n, k))Hk(X). Or
n+1∑
k=0

S(n, k−

1)Hk(X) =

n∑
k=1

S(n, k)Hk+1(X). Ainsi
n+1∑
k=0

S(n + 1, k)Hk(X) =

n∑
k=0

S(n, k)(Hk+1(X) +

kHk(X)) (car
n+1∑
k=1

kS(n, k))Hk(X) =

n∑
k=1

kS(n, k))Hk(X) puisque S(n, n + 1) = 0). Il

LJB Maths - DS8e-cor 3 / 7



Lycée Jean Bart pc⋆ Mathématiques 2025�2026

ne reste plus qu'à utiliser la question précédente pour avoir
n+1∑
k=0

S(n + 1, k)Hk(X) =

n∑
k=0

S(n, k)XHk(x) = Xn+1 (par HR). Ce qui termine l'hérédité et la récurrence.

III.C III.C.1) On a (positivité des S(n, k)) :0 ≤ S(n, k) ≤ Bn ≤ n!, ainsi (S(n,k)
n! )n est bornée et donc le rayon

de convergence Rk de
∑ S(n,k)

n! xn est tel que Rk ≥ 1, ce qui montre (en autre) que fk est dé�nie
sur ]− 1, 1[.

III.C.2) La fonction gk est dérivable et pour x ∈] − 1, 1[, g′k(x) = (kex(ex−1)k−1

k! = ((ex−1+1)(ex−1)k−1

(k−1)! =

kgk(x) +
(ex−1)k−1

(k−1)! . Ainsi la fonction gk véri�e l'équation di�érentielle : y′ = (ex−1)k−1

(k−1)! + ky. On
notera que cette équation di�érentielle s'écrit aussi y′ = gk−1(x) + ky.

III.C.3) Tout d'abord fk(0) = 0 = gk(0), ainsi pour montrer fk = gk on va montrer que fk véri�e la
même équation di�érentielle que gk.
Comme fk est la somme d'une série entière on peut dériver terme à terme sur son intervalle

ouvert de convergence qui contient ]− 1, 1[, ainsi pour x ∈]− 1, 1[, f ′
k(x) =

+∞∑
n=k

S(n, k)
nxn−1

n!
=

+∞∑
n=k−1

S(n+1, k)
xn

n!
, ainsi en utilisant I.C : f ′

k(x) =

+∞∑
n=k−1

(S(n, k−1)+kS(n, k))
xn

n!
= fk−1(x)+

kfk(x).
A ce stade on remarque tout de suite que si on avait fk−1 = gk−1 alors fk et gk sont solution de
la même équation di�érentielle avec la même condition initiale fk(0) = gk(0) = 0, ainsi fk = gk.
Ce qu'on a fait est en fait l'hérédité de la démonstration de fk = gk par récurrence sur k, pour
conclure il ne reste plus qu'à initialiser, ce qui est direct puisque f0 = 1 = g0.

On a bien montré, pour tout k ∈ N et pour tout x ∈]− 1, 1[, que
(ex − 1)k

k!
=

+∞∑
n=k

S(n, k)
xn

n!
.

III.D

III.D.1) On sait que : ∀x ∈]− 1, 1[, (1 + x)α = 1 +

+∞∑
k=1

α(α− 1) . . . (α− k + 1)

k!
xk.

On a donc, pour x ∈]− 1, 1[ et α ∈ R,
+∞∑
k=0

Hk(α)
xk

k!
= (1 + x)α.

III.D.2) Posons x = eu − 1, comme u < ln 2, on a eu − 1 < 1, donc x ∈]− 1, 1[, or euα = (1 + x)α, ainsi

euα =

+∞∑
k=0

Hk(α)
xk

k!
=

+∞∑
k=0

Hk(α)
(eu − 1)k

k!
.

IV] Fonctions génératrices

On se donne dans la suite un espace probabilisé (Ω,A,P).
Soit m un entier strictement positif. On dit qu'une variable aléatoire Y : Ω → N admet un moment d'ordre m �ni si
Y m admet une espérance �nie, c'est-à-dire si la série

∑
nmP(Y = n) converge.

On appelle alors moment d'ordre m de Y le réel E(Y m) =

∞∑
n=0

nmP(Y = n)

IV.A Montrer que si Y : Ω → N est une variable aléatoire associée à une fonction génératrice GY de rayon strictement
supérieur à 1, alors Y admet à tout ordre un moment �ni.

IV.B Réciproquement, soit Y : Ω → N une variable aléatoire admettant à tout ordre un moment �ni.

IV.B.1) Montrer que la fonction génératrice GY est de classe C∞ sur [−1, 1].

IV.B.2) Exprimer G(k)
Y (1) à l'aide des polynômes Hk(X) et de la variable Y .

IV.B.3) La fonction génératrice GY a-t-elle nécessairement un rayon de convergence strictement supérieur à
1 ?
Indication : On pourra utiliser la série entière

∑
e−

√
nxn.

IV.C On suppose dans cette question que Y suit la loi de Poisson de paramètre 1.

IV.C.1) Montrer que pour tout n ∈ N, Bn = E(Y n).
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IV.C.2) En déduire que pour tout polynôme Q(X) à coe�cients entiers, la série
+∞∑
n=0

Q(n)

n!
est convergente et

sa somme est de la forme Ne, où N est un entier.

Correction :

IV.A GY est C∞ sur son intervalle ouvert de convergence qui contient 1 si son rayon de convergence est strictement
supérieur à 1, et pour tout m ∈ N, G(m)

Y (1) =
∑+∞

n=m n(n− 1) . . . (n−m+1)P(Y = n), comme à m �xé on
a n(n− 1) . . . (n−m+1) ∼

n→+∞
nm on a la convergence de

∑
nmP(Y = n), ainsi Y admet à tout ordre un

moment �ni.

IV.B

IV.B.1) Tout d'abord GY est de classe C∞ sur ] − 1, 1[, pour m ∈ N, et t ∈] − 1, 1[, on a G
(m)
Y (t) =

+∞∑
n=m

n(n − 1) . . . (n − m + 1)P(Y = n)tn−m. Par hypothèse
∑

P(Y = n)nm converge, comme

∥t → n(n− 1) . . . (n−m+ 1)P(Y = n)tn−m∥∞,[−1,1] ≤ n(n− 1) . . . (n−m+ 1)P(Y = n) ∼
n→+∞

nmP(Yn), on a la cvn sur [−1, 1], ainsi G(m)
Y possède une limite �nie en 1− et −1+ et ce pour

tout m, ce qui montre non seulement que GY est dé�nie en 1 et −1 mais aussi qu'elle y est de
classe C∞.

IV.B.2) On a G
(k)
Y =

+∞∑
n=k

P(Y = n)n(n− 1) . . . (n− k + 1) =

+∞∑
n=k

P(Y = n)Hk(n).

IV.B.3) Comme e−
√
n = o

n→+∞

(
1
n2

)
, on a que

∑
e−

√
n converge, notons λ sa somme, on peut dé�nir une

variable aléatoire Y en posant pour n ∈ N, P(Y = n) = 1
λe

−
√
n. Cette variable aléatoire admet,

pour tout m ∈ N, un moment d'ordre m puisque nmP(Y = n) = 1
λe

−
√
nnm = o

n→+∞

(
1
n2

)
.

Sa série génératrice est GY (t) =
∑+∞

n=0
1
λe

−
√
ntn. Pour t > 1, on a e−

√
ntn = e−

√
n+n ln(t) −→

n→+∞
+∞, ainsi son rayon de convergence est plus petit que 1 donc égal à 1 (convergence pour t = 1).

IV.C

IV.C.1) Pour tout k ∈ N, P(Y = k) = e−1 1
k! , ainsi GY (t) =

+∞∑
k=0

P(Y = k)tk =

+∞∑
k=0

e−1 t
k

k!
= et−1.

Ainsi E(Y n) =

+∞∑
k=0

e−1 k
n

k!
, en utilisant III.B.2, on a E(Y n) = e−1

+∞∑
k=0

1

k!

n∑
i=0

S(n, i)Hi(k).

Toutes les séries misent en jeu sont convergente, ainsi E(Y n) = e−1
n∑

i=0

S(n, i)

+∞∑
k=0

Hi(k)
1

k!
=

n∑
i=0

S(n, i)

+∞∑
k=0

Hi(k)P(Y = k). Or, en utilisant IV.B.E,
+∞∑
k=0

Hi(k)P(Y = k) = G
(i)
Y (1) = 1 (car

pour tout m ∈ N et t ∈ R, G(m)
Y (t) = et−1), ainsi E(Y n) =

n∑
i=0

S(n, i) = Bn.

IV.C.2) Notons Q(X) =

d∑
k=0

akX
k. Pour tout k on a

+∞∑
n=0

nk

n!
= eE(Y k) = eBk, ainsi (les séries misent en

jeu sont convergente)
+∞∑
n=0

Q(n)

n!
= e

d∑
k=0

akBk qui est bien le produit de e par un entier.

V] Somme de puissances

On �xe n ∈ N. On pose l'application linéaire : ∆ : R[X] → R[X]
P (X) 7→ P (X + 1)− P (X)

.

V.A À l'aide d'un encadrement par des intégrales, déterminer un équivalent de Un(p) =

p∑
k=0

kn, à n ≥ 1 �xé, lorsque

p tend vers +∞.

V.B Soit ∆n l'endomorphisme induit par ∆ sur le sous-espace stable Rn[X]. Déterminer la matrice A de ∆n dans la
base (H0, . . . ,Hn).
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V.C En déduire que Un(p) =

n∑
k=0

S(n, k)

k + 1
Hk+1(p+ 1).

V.D On note F =
{
P ∈ Rn[X] | P (0) = 0

}
, puis G = Vect

(
X2k+1 ; 0 ≤ k ≤ n− 1

)
.

Soit Q(X) le polynôme tel que ∀p ∈ N, Q(p) =

p∑
k=0

k.

V.D.1) Rappeler l'expression explicite du polynôme Q(X).
V.D.2) Montrer que l'application : Φ : F → G

P (X) 7→ ∆(P (Q(X − 1))
est un isomorphisme.

V.D.3) En déduire que pour tout r ∈ N, il existe un seul polynôme Pr(X) tel que : ∀p ∈ N,
p∑

k=1

k2r+1 =

Pr

(
p(p+ 1)

2

)
.

V.E

V.E.1) Déterminer le terme dominant dans Pr(X).
V.E.2) Montrer que pour r ≥ 1, X2 divise Pr(X).
V.E.3) Expliciter les polynômes P1(X) et P2(X).

Correction :

V.A Pour tout k, par croissance de t 7→ tn, on a kn ≤
∫ k+1

k
tndt ≤ (k + 1)n, en sommant ces inégalités,

Un(p) ≤
∫ p+1

0

tndt et
∫ p

0

tndt ≤ Un(p), ainsi
pn+1

n+1 ≤ Un(p) ≤ (p+1)n+1

n+1 . Comme pn+1 ∼
p→+∞

pn, on a

Un(p) ∼
p→+∞

pn+1

n+ 1
.

V.B On a ∆n(Hk) = Hk(X + 1) − Hk(X) = (X + 1)(X) . . . (X + 1 − k + 1) − X(X − 1) . . . (X − k + 1) =
(X + 1 −X + k − 1)Hk−1(X) = kHk−1(X). Ainsi la matrice A à tous ses coe�cients nuls sauf ceux de la
sur-diagonales qui valent le numéro de la ligne, ie pour i ∈ [[1, n]], Ai,i+1 = i.

V.C La question III.2.B donne Un(p) =

p∑
k=0

kn =

p∑
k=0

n∑
i=0

S(n, i)Hi(k) =

n∑
i=0

S(n, i)

p∑
k=0

Hi(k).

Or la question précédente donne (i+1)Hi(k) = Hi+1(k+1)−Hi+1(k), ainsi
p∑

k=0

Hi(k) =
1

i+ 1

p∑
k=0

Hi+1(k+

1) − Hi+1(k) =
1

i+ 1
(Hi+1(p+ 1)−Hi+1(0)) =

1

i+ 1
Hi+1(p + 1). Ce qui donne bien Un(p) =

n∑
k=0

S(n, k)

k + 1
Hk+1(p+ 1).

V.D

V.D.1) On a Q(p) = p(p+1)
2 , ainsi Q et X(X+1)

2 coïncident sur tous les entiers, ils sont donc égaux (la

di�érence à une in�nité de racines). Donc Q(X) = X(X+1)
2 .

V.D.2) On a Φ(P )(X) = ∆(P (Q(X − 1)) = ∆(P (X(X−1)
2 )) = P (X(X+1)

2 )− P (X(X−1)
2 ).

Tout d'abord Φ est clairement linéaire de R[X] dans R[X].
Soit P ∈ F , ainsi P est combinaison linéaire des Xk pour k ∈ [[1, n]]. Or Φ(Xk) =

1

2k
Xk(X + 1)k − 1

2k
Xk(X − 1)k =

Xk

2k
(
(X + 1)k − (X − 1)k

)
=

Xk

2k

n∑
i=0

(
k

i

)
Xk−i(1 − (−1)i) =

1

2k

⌊n
2 ⌋∑

p=0

(
k

i

)
X2k−2p−1. Ainsi Φ(Xk) est donc combinaison linéaire de X, X3, ..., X2n−1, il est donc

dans G, par suite Φ est bien une application linéaire de F dans G qui ont la même dimension n+1,
il ne reste donc plus qu'à montrer l'injectivité de Φ pour avoir sa bijectivité. Soit P dans le noyau
de Φ, ainsi P (X(X+1)

2 ) = P (X(X−1)
2 ), ce qui implique pour tout k ∈ N, P (k(k+ 1)/2) = P (0) = 0,

ainsi (in�nité de racines) P = 0, ce qui montre l'injectivité et donc la bijectivité de Φ.
V.D.3) Soit n ≥ r + 1, par bijectivité de Φ il existe un unique Pr ∈ F tel que X2r+1 = Φ(Pr) =

Pr(
X(X+1)

2 )− Pr(
X(X−1)

2 ).

Ainsi
p∑

k=1

k2r+1 =

p∑
k=1

k2r+1 = Pr(
k(k + 1)

2
)− Pr(

k(k1)

2
) = Pr(

p(p+ 1)

2
)− Pr(0) = Pr(

p(p+ 1)

2
).
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V.E

V.E.1) Notons adXd le terme dominant de Pr(X). On a, d'après V.D.3) : U2r+1(p) = Pr

(
p(p+1)

2

)
∼

p→+∞

ad

(
p(p+1)

2

)d
. Or l'équivalent de V.A donne U2r+1(p) ∼

p→+∞
p2r+2

2r+2 , ce qui impose d = r + 1 et

ad = 2r

r+1 . Ce qui montre que le terme dominant de Pr(X) est 2r

r+1X
r+1.

V.E.2) On sait déjà que Pr(0) = 0 (car Pr est dans F ). On dérive l'égalité dé�nissant Pr : X2r+1 =

Pr(
X(X+1)

2 ) − Pr(
X(X−1)

2 ), ainsi (2r + 1)X2r = 2X+1
2 P ′

r(
X(X+1)

2 ) − 2X−1
2 P ′

r(
X(X−1)

2 ), ainsi pour
r ≥ 1, 0 = 1

2P
′
r(0)− −1

2 P ′
r(0), ainsi P

′
r(0) = 0. Ce qui montre que 0 est racine au moins double de

Pr et donc que X2 divise Pr(X).
V.E.3) Le coe�cient dominant de P1 est, d'après V.E.1, X2, comme il est divisible par X2, on a P1(X) =

X2.
Le coe�cient dominant de P2 est, d'après V.E.1, 4

3X
3, comme il est divisible par X2, il existe λ ∈ R

tel que P2(X) = 4
3X

3 +λX2. On évaluant en 1 l'égalité X5 = P2(
X(X+1)

2 )−P2(
X(X−1)

2 ) on trouve
1 = P2(1)− P2(0), ainsi 1 = 4

3 + λ, ainsi λ = −1
3 , d'où P2(X) = 4

3X
3 − 1

3X
2.
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